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Vorwort

Diese Vorlesung ist gedacht als eine kurzgefasste Einfilhrung in die klassische Elektro-
dynamik. Sie ist konzipiert als einsemestrige, vierstiindige Veranstaltung fiir Bachelorstu-
denten. Primére Adressaten sind Studierende ab dem dritten Semester, die den Mechanik-
Grundkurs abgeschlossen haben und bereits mit einigen theoretischen Konzepten wie dem
Lagrange-Formalismus der klassischen Mechanik vertraut sind. Vorausgesetzt wird ferner

eine Grundkenntnis der Ph&nomene der Elektrodynamik.

Dazu gehort insbesondere das aus der Experimentalphysik bekannte Ampére’sche Gesetz
(André-Marie Ampére 1826): Ein elektrischer Strom ruft ein ihm proportionales Magnet-
feld hervor, dessen Richtung mit der des Stromes eine Rechtsschraube bildet. Mathema-
tisch formuliert setzt es das Kurvenintegral des magnetischen Feldes um eine geschlossene
Kurve in Beziechung zum Strom, der durch die von dieser Kurve eingeschlossene Flache
fliefst. Der schottische Physiker James Clerk Maxwell leitete das Gesetz 1861 in seiner vier-
teiligen Arbeit On physical lines of force erneut her und beriicksichtigte dabei den nach

ihm benannten Verschiebungsstrom, so dass die Kontinuitatsgleichung erfiillt wird.

Dass Strome und Magnetfelder sich gegenseitig bedingen, wird mit dem Faraday’schen
Induktionsgesetz deutlich: Es beschreibt die Entstehung eines elektrischen Feldes bei An-
derung der magnetischen Flussdichte. Die elektromagnetische Induktion entdeckte Mi-
chael Faraday 1831, als er versuchte, die Funktionsweise eines Elektromagneten — bei
dem der Strom ein Magnetfeld erzeugt — umzukehren. Die Induktionswirkung nutzt man
insbesondere bei elektrischen Maschinen wie Elektromotoren, Generatoren und Transfor-

matoren.

Die Maxwell’schen Gleichungen (James Clerk Maxwell 1861) fassen die Gesetze von Ampeé-
re, Faraday und Gaufs — die elektrische Ladungsdichte ist gleich der Divergenz der Feldstér-
ke — mit der Quellenfreiheit des magnetischen Feldes in einer konsistenten mathematischen
Formulierung zusammen. Sie bilden ein System von linearen partiellen Differenzialglei-
chungen erster Ordnung und ermoglichen die préazise Beschreibung des Zusammenhanges
der elektrischen und magnetischen Felder untereinander, sowie mit elektrischen Ladun-
gen und Stromen bei Beriicksichtigung der jeweiligen Randbedingungen. Sie bilden die

Grundlage der klassischen Elektrodynamik.

Mit den Maxwell-Gleichungen — und der Lorentz-Kraft — lassen sich demnach die Phéno-
mene der klassischen Elektrodynamik, sowie der Optik und Elektrotechnik erklaren. Man

kann sie in differenzieller Form, integraler Form, differenzialgeometrischer Form und in
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kovarianter Form darstellen. In diesem Buch verwende ich eingangs die integrale Form,
weil dies den direkten Anschluss an die Phdnomene der Experimentalphysik ermoglicht,
und gehe dann zur differenziellen Form {iber. Die kovariante Form wird erst in einem

spateren Kapitel eingefiihrt.

Wie in theoretischen Darstellungen der klassischen Elektrodynamik meist iiblich, wird
ab Kap. 2 iiber Elektrostatik das Gaufs’sche Mafksystem verwendet. In diesem Kapitel
werden auch mathematische Werkzeuge — z. B. vollstandige Funktionensysteme, Kugel-
flachenfunktionen, Legendre-Polynome — bereitgestellt bzw. wiederholt, die im folgenden
insbesondere fiir die Multipolentwicklung notwendig sind. Elektrische Felder in Materie
(Dielektrika) und an Grenzflachen werden diskutiert, ebenso die Feldenergie in Materie.
Zur Losung von Randwertproblemen insbesondere bei Metallen werden der Green’sche

Satz und die Green’sche Funktion vorgestellt.

In der Magnetostatik (Kap. 3) untersuchen wir analog Phénomene, die durch zeitlich kon-
stante Strome entstehen und stationdre Magnetfelder hervorrufen. Das Ampére’sche und
Biot-Savart’sche Gesetz werden vorgestellt, sowie — als Pendant zum skalaren Potenzial
in der Elektrostatik — das Vektorpotenzial und seine Multipolentwicklung. Das magneti-
sche Moment einer Stromverteilung wird eingefiihrt, und sein Zusammenhang mit dem
Drehimpuls diskutiert. Wir untersuchen das Verhalten der Felder an Grenzflachen, und

berechnen Energie und Kraft im magnetischen Feld.

Nach diesen Préliminarien iiber statische Felder kommen wir zur Elektrodynamik, in
Kap. 4 zunéchst zur speziellen Relativitatstheorie. Maxwell war noch von der Existenz des
sogenannten ‘luminophoren’ Athers (Lichtiithers) iiberzeugt — eines Trigermediums, das
die Fortpflanzung elektromagnetischer Wellen durch den leeren Raum erkléren sollte. Er
hielt auch — wie seine Zeitgenossen — die Galilei-Transformation fiir selbstverstandlich, so
dass folglich die Lichtgeschwindigkeit von der Erdbewegung durch diesen Ather abhéingen

sollte.

Das Michelson-Morley-Experiment zeigte jedoch 1881 — 1887 mit grofer Genauigkeit, dass
die Lichtgeschwindigkeit nicht von der Richtung der Erdbewegung abhéngt. Demnach
gibt es kein ausgezeichnetes Bezugssystem; alle Bezugssysteme, die sich relativ zueinander
gleichformig bewegen, sind dquivalent. Mit der 1905 formulierten speziellen Relativitats-
theorie zog Albert Einstein daraus als Erster die radikale Konsequenz, von einer Konstanz
der Lichtgeschwindigkeit auszugehen, und die Galilei-Transformation zwischen Bezugssys-
temen durch die auch bei hohen Relativgeschwindigkeiten giiltige Lorentz-Transformation

zu ersetzen.



Damit war die Athervorstellung iiberfliissig geworden. Zunichst wenig anschauliche Folge-
rungen aus der speziellen Relativitat, wie die Zeitdilatation, konnten in der Folgezeit mit
zunehmend hoherer Genauigkeit experimentell bestétigt werden — es gibt heute keinerlei
begriindeten Zweifel an der Giiltigkeit der Theorie. Beispielsweise wurde die Zeitdilatation
2014 mit einer relativen Genauigkeit von £2,3-10 " gemessen, und auch die Lingenkon-
traktion ist in Schwerionenkollisionen bei sehr hohen Energien wie am Large Hadron
Collider LHC des Forschungszentrums CERN in Genf indirekt bestimmbar.

Die Maxwell’sche Theorie blieb weiterhin die Basis der klassischen Elektrodynamik, da
sich die Grundgleichungen als Lorentz-invariant erwiesen, sich demnach auch bei hohen
Relativgeschwindigkeiten korrekt transformieren — obwohl sie ihr Erfinder nicht unter
diesem Gesichtspunkt konstruiert hatte. Allerdings ist zur Erkldrung von Quantenphé-
nomenen eine Theorie jenseits der klassischen Elektrodynamik erforderlich, die Mitte des
20. Jahrhunderts entwickelte Quantenelektrodynamik (QED).

In Kap. 5 formulieren wir die Maxwell-Theorie im vierdimensionalen Minkowski-Raum.
Man bildet dazu aus der elektrischen und magnetischen Feldstérke den Feldstarketensor,
aus Ladungs- und Stromdichte die Viererstromdichte und aus skalarem und vektoriellem
Potenzial das Viererpotenzial — aus dem sich wiederum die Felder berechnen lassen. Die
Maxwell-Gleichungen kénnen wir dann als Zusammenhang von Viererstromdichte und
kovarianter Ableitung des Feldstéirketensors darstellen, in Lorenz-Eichung (= verschwin-
dender kovarianter Ableitung des Viererpotenzials) auch direkt als zweite Ableitung des

Viererpotenzials.

Die in diesem Kapitel ebenfalls dargestellte Lagrange-Formulierung ermdoglicht einen be-
sonders eleganten Zugang zur Maxwell-Theorie, der auch eine neue Motivation der Grund-
gleichungen liefert: Homogene und inhomogene Maxwell-Gleichungen folgen hier aus der
Forderung, dass die Variation der Wirkung verschwindet. Da in der kovarianten Formu-
lierung das Verschwinden der Wirkung dquivalent ist zur relativistischen Euler-Lagrange-
Gleichung, stellt sich die Maxwell-Theorie als eine relativistische Verallgemeinerung der

Euler-Lagrange-Gleichung auf Felder dar.

In Kap. 6 besprechen wir die Ausbreitung elektromagnetischer Wellen, die durch die
Maxwell-Gleichungen — im Vakuum durch die daraus folgende d’Alembert’sche Wellen-
gleichung — auch ohne jedes Tragermedium korrekt beschrieben wird. In Medien hangt
die Wellenausbreitung von Dielektrizitdtskonstante und Permeabilitat des Mediums ab
und folgt den Telegraphengleichungen, die sich aus den Grundgleichungen ableiten las-

sen. Spezielle Gesetze der Wellenausbreitung gelten in Leitern und Hohlleitern, sowie fiir
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Reflexion und Brechung an Grenzflachen.

Zur Beschreibung bewegter Ladungen muss eine inhomogene Wellengleichung fiir das Vie-
rerpotenzial gelost werden, Kap. 7. Eine wichtige Losungsmethode benutzt die Green’sche
Funktion, die jetzt jedoch — anders als in der Elektrostatik — von Ort und Zeit abhéngt;
wir bestimmen sie mit funktionentheoretischen Methoden (Residuensatz). Durch die end-
liche Laufzeit elektromagnetischer Information héngt das Potenzial von der Position des
geladenen Teilchens zu fritheren Zeiten ab. Als Folge dieser ‘Retardierung’ sind die elek-

trodynamischen Potenziale geladener Teilchen im allgemeinen Fall schwer zu berechnen.

Fiir bewegte Punktladungen ist das jedoch exakt moglich; die Potenziale wurden tatsach-
lich bereits 1898 von Liénard und unabhéngig davon 1900 durch Wiechert abgeleitet, also
bereits einige Jahre vor der Formulierung der speziellen Relativitéitstheorie. Dennoch sind
auch die Liénard-Wiechert-Potenziale relativistisch invariant — was jedoch nicht erstaun-

lich ist, da sie aus den Lorentz-invarianten Maxwell-Gleichungen folgen.

Aus den Potenzialen berechnen wir die zugehorigen Felder und auch die Larmor-Formel
fiir die abgestrahlte Leistung einer langsam bewegten, beschleunigten Punktladung. Fiir
die Abstrahlung schnell bewegter, beschleunigter Ladungen — beispielsweise Elektronen in
kreisformigen Teilchenbeschleunigern, die Synchrotronstrahlung erzeugen — ist die relati-
vistische Larmor-Formel mafsgebend, die sowohl den Effekt der Geschwindigkeit als auch
der Beschleunigung auf die abgestrahlte Leistung enthélt, ebenfalls bereits auf Liénard
(1898) zuriickgeht und die Biegung des Lichtkegels der Synchrotronstrahlung in Bewe-
gungsrichtung korrekt beschreibt.

Schlieflich diskutieren wir die Abstrahlung schwingender Ladungen in Kap. 8. Der Schwer-
punkt liegt dabei auf der elektrischen Dipolstrahlung, dem nach Heinrich Hertz benannten
Hertz’schen Dipol. Die durch einen solchen schwingenden Dipol erzeugten Felder folgen
direkt aus den Ausdriicken fiir die zeitabhéngigen Potenziale. Die abgestrahlte Leistung
lasst sich ebenfalls exakt berechnen, sie ist umgekehrt proportional zur vierten Potenz der

Wellenlédnge: Einem vergleichbaren Effekt verdankt der Himmel seine blaue Farbung.

Die Aufgaben am Ende des Buches (Kap. 9) sollen als Anreiz dienen, den Stoff dieses
Kurses beispielhaft auch selbst nachzurechnen. Oft sind die Losungen beigefiigt, meistens
jedoch nur die Ergebnisse gezeigt, so dass die Losungswege selbst erarbeitet werden sollten,

sich das Resultat jedoch kontrollieren lasst.

Dieter Gromes danke ich fiir eine kritische Durchsicht des Manuskripts. Die urspriingliche
ETEX-Version hat Dr. V. Kuchta nach meiner handschriftlichen Vorlage erstellt und auch



aus den meisten Tafelskizzen satzfertige Druckvorlagen gemacht. Die Aufgaben habe ich
gemeinsam mit Dr. F. Nendzig ausgewdhlt, der manche der Ubungen selber konzipiert
hat, die Aufgaben mit Losungen bzw. Ergebnissen samt Abb. 9.1 in BTEX iibertragen
hat, und bei der Textkorrektur mitwirkte. M. Wirschke hat die Copyediting-Korrekturen
ausgefiihrt; die sorgféltige Schlussredaktion hat J. Hoélck iibernommen, und Abb. 2.12
gestaltet. Fiir die Betreuung des Projekts danke ich auferdem B. Alton und M. Maly vom
Springer-Verlag. Hinweise auf dennoch verbleibende Ungenauigkeiten und Fehler bitte

direkt an mich senden.

Heidelberg, im Dezember 2015 Georg Wolschin
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1 Einfiihrung

In der Elektrodynamik untersuchen wir elektrische und magnetische Felder, deren Er-
zeugung durch Ladungen und Stréme, ihre Ausbreitung in Form elektromagnetischer

Wellen und ihre Wirkung auf Materie durch elektromagnetische Kréfte.

Die klassische Elektrodynamik ist eine der dltesten Naturwissenschaften. Der Magnetis-
mus ist seit ca. 900 v. Chr. bekannt (Magnesia, Griechenland), Thales v. Milet beschrieb
600 v. Chr. statische Elektrizitét, die beim Reiben eines Bernsteinstabes (Elektron)
mit einem Pelztuch entstand. Zum Vergleich: Die Hydrodynamik wurde ca. 250 v. Chr.
durch Archimedes begriindet.

Magnetismus und Elektrizitat hatte man jahrhundertelang als getrennte Phénomene
angesehen; erst im 17. Jahrhundert wurden Zusammenhénge deutlich: 1681 wurde ein
Schiff vom Blitz getroffen und die Kompassnadel wechselte die Richtung. @rstedE] beob-
achtete 1820, dass eine Magnetnadel von einem parallel zu ihr fliekenden Strom senkrecht
abgelenkt wurde. Im selben Jahr untersuchte als Erster Ampéreﬂ experimentell die Wech-

selwirkung von Stromen.

Faradayﬁ zeigte 1831, dass ein bewegter Magnet in einem Draht elektrischen Strom er-
zeugen kann, und formulierte das zugehorige Induktionsgesetz auch quantitativ — die
Umkehrung des Orsted’schen Experimentes war gelungen. Faraday entwickelte die Vor-
stellung, dass sich um stromdurchflossene Leiter ein magnetisches Feld mit zugehorigen
Kraftlinien ausbildet — er entfernte sich dadurch von den seinerzeit géngigen Fernwir-
kungstheorien. Auf dem Induktionsgesetz beruhen zahlreiche technische Anwendungen

wie in Generatoren und Transformatoren.

Erst 186165 formulierte Maxwel]ﬁ die vollstandigen Gleichungen des elektromagneti-
schen Feldes [3]. Er verwendete dabei das Faraday’sche Kraftlinienbild, stellte den mathe-
matischen Zusammenhang zwischen Anderung des Magnetfeldes und elektrischem Strom
her und erkannte die Bedeutung des Verschiebungsstromes. Jede zeitliche Anderung des
elektrischen Feldes erzeugt ein Magnetfeld. Aus dem Wechselspiel von zeitlich veranderli-

chen elektrischen und magnetischen Feldern entstehen die elektromagnetischen Wellen.

'"Hans Christian Qrsted (%1777 Rudkgbing, +1851 Kopenhagen), dénischer Physiker und Chemiker.
2 André-Marie Ampére (%1775 Lyon, 1836 Marseille), franzosischer Mathematiker und Physiker.
3Michael Faraday (1791 Newington, t1867 Hampton Court Green), englischer Naturforscher.
4James Clerk Maxwell (1831 Edinburgh, +1879 Cambridge), schottischer Physiker.
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Mit den Maxwell’schen Gleichungen lieften sich alle bekannten elektrischen, magnetischen
und optischen Phénomene sehr erfolgreich beschreiben. Die Gleichungen dndern jedoch
ihre Form, wenn man sie durch Galilei-Transformation in ein relativ zum Ausgangssystem
bewegtes Koordinatensystem transformiert; insbesondere ergébe sich eine Abhéngigkeit
der Lichtgeschwindigkeit vom Bezugssystem, wenn die Galilei-Transformation — die nur

den Raum, nicht Raum und Zeit gemeinsam transformiert — universell giiltig wére.

Das Michelson-Morley-Experiment (Kap. 4) zeigte jedoch 1881 /87, dass die Lichtge-
schwindigkeit vom Bezugssystem unabhéngig ist und demnach die Galilei-Transformation
nicht universell giiltig sein kann, sondern durch die Lorentz-Transformation ersetzt
werden muss, bei der Raum und Zeit transformiert werden. Das neuartige Versténdnis
von Raum und Zeit — bei gleichzeitig unveranderten Maxwell-Gleichungen — erfuhr seinen
Durchbruch in der Einstein’schenﬂ 1905 publizierten speziellen Relativititstheorie
[4], in deren Rahmen die Elektrodynamik nicht mehr vom Bezugssystem abhéngig ist. Die

Voraussagen dieser Theorie sind vielfach mit sehr hoher Genauigkeit bestatigt worden.

Malisysteme

Lehrbiicher der Elektrodynamik verwenden in der Regel das Gauf&’scheﬂ Mafssystem oder
das Internationale Einheitensystem SI (Systéme international d’unités). Es gibt jedoch
auch andere Systeme wie beispielsweise das Heaviside-System, die rationale Version des

Gauk-Systems.
Das SI-System wird im Ingenieurbereich bevorzugt, hat aber Nachteile:

So haben das Elektrische Feld E und die dielektrische Verschiebung D (beschreibt
die Wirkung von E auf Medien) im SI-System unterschiedliche Einheiten, ebenso das

magnetische Feld B und die magnetische Erregung H.
Aufserdem erscheinen im SI-System die Mafsystemfaktoren
g0 = 8,859 107?22 Dielektrizititskonstante, und

[y = 4 - 10‘71—;, Permeabilitidtskonstante des Vakuums,

die im Gauk’schen (cgs)-System gleich eins sind.

®Albert Einstein (x1879 Ulm, +1955 Princeton, New Jersey), theoretischer Physiker.
6Johann Carl Friedrich GauR (%1777 Braunschweig, +1855 Géttingen), deutscher Mathematiker, Astro-

nom, Geodéat und Physiker.
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Der Zusammenhang zwischen den Mafssystemen wird in Abschn. [I.5]dargestellt. Im Gaufs-
System treten Faktoren ¢ (= Lichtgeschwindigkeit) explizit auf, insbesondere in den

Maxwell-Gleichungen.

In diesem Buch verwenden wir in der Einleitung zunéchst das SI-System, um die Konti-
nuitat mit der Experimentalphysik zu wahren, gehen dann aber im Hauptteil zum Gauf-

System iiber.

1.1 Grundbegriffe der Elektrodynamik

Ladungen und Strome

Ladungsdichte:

.. Ag dg -
o(T) = AI\I/IEO NG Raumladungsdichte

Ladung im Volumen V: ¢ = ‘[ d*ro(7).
Bei Punktladungen ¢; mit Ortsvektoren 7;:

o(7) = Z Qi53(Fi - 7),
mit der Deltafunktion §°(7, - 7),

f(T), ToeV

f Br (75 (7 - ) = .
1% 07 FO ¢ v

Analog ist die Flachenladungsdichte o(7) definiert,
o dg
o(7) = 1

Strom I: Die Ladung dg, die pro Zeiteinheit dt durch A fliefst:

dq
I=—.
dt
Die Ladung dg, die in der Zeit dt durch die Fliche [ dA flieRt (Abb. 1.1), ist
A

dq=f dA - Wdt
4 - ——

gerichtetes zuriickge-
Fliachenelement legter Weg
dA:=1dA
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A 9(7,t) = mittlere Geschwindigkeit der Ladungstréger.

Abb. 1.1 Ladungsfluss durch eine Fliche A

Der Strom I wird

s f dA o(7, )5 (7, 1) = f dAj,(7,1)
A A
mit der Ladungsstromdichte jq = 0U.

Ladungserhaltung, Kontinuitéatsgleichung

Fiir die elektrische Ladung gilt ein Erhaltungssatz, der in differenzieller Form durch eine

Kontinuitéatsgleichung ausgedriickt wird.

Die Gesamtladung im Volumen V ist

q(t) = / d*ro(7,t),

ihre zeitliche Anderung bei konstantem Volumen V ist

dQ(t) / By 3@(7" t)

und bewirkt einen Strom durch die Oberfliche A des Volumens V,
dq t) f dA jq(T t)

(Da der Strom durch die Oberfliche des Volumens eine Folge der Abnahme der Ladung

im Volumen ist, ergibt sich hier ein zusétzliches Minuszeichen.)

Die Einheit des Stromes ist im SI-System das Ampere (A). Mit dem Gauf’schen
SatA|

fd%ﬁa(f)z[d%dwa(f)=/d21a(f)

v v A

"Der Satz wurde — wahrscheinlich zum ersten Mal — von Joseph Louis Lagrange im Jahre 1762 formuliert
und unabhéngig davon spéter von Carl Friedrich Gaufs (1813), George Green (1825) und Michail
Ostrogradsky (1831) neu entdeckt.
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wird das

dQ(t)_f 3 8Q(F7t)_ f 3 =T /o
o —V d’r e J d’rvy,(7,t), VV.

= Gleichheit der Integranden, sofern dies fiir alle Volumina gilt:

do(r,t) -~
Qg; ) + qu(ﬁt) = 0| Kontinuitatsgleichung

Sie driickt die Ladungserhaltung in differenzieller Form aus.
Die Ladungseinheit ist im SI-System das Coulomlﬂ (C), z. B. ist die Elektronenladung
e=-1,60-10""C.

Der Zusammenhang zwischen der Einheit der Ladung und der des Stromes ist wegen
I =dqg/dt gegeben durch 1C = 1 As.

Ladungen und Stréome sind die Quellen der Felder. Ein elektrisches Feld iibt auf La-
dungen eine Kraft aus; die elektrische Feldstarke ist die Kraft pro Ladung.

E =

< |

Im SI-System ist das Newton (N) die Einheit der Kraft, im Gauk’schen cgs-System (das

wir im Hauptteil des Buches benutzen werden) dyn:

N -1 Xem

= =10°dyn = 10° 55
S S

Analog gilt fiir die Einheiten der Energie und der Leistung:

1J=1Nm=10°dyn-10%*cm = 10" erg,

I _jgree.
S S

1W=1

Im SI-System ist die Einheit der Feldstarke [E] =N/C.

Die Spannung ist das Integral iiber die Feldstarke

B

U:=—fd§E,

A

und hat die Einheit [U] = Nm/C =V (VolffY) so dass die Einheit der Feldstérke auch
als [E'] = V/m darstellbar ist.

8Charles Augustin de Coulomb (%1736 Angouléme, +1806 Paris), franzosischer Physiker.
9 Alessandro Giuseppe Volta (x1745 Como, +1827 Como), italienischer Physiker.
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Die Wirkung des Feldes E auf Medien (inclusive Vakuum) ist die dielektrische Ver-
schiebung D: Eine von der Oberfliche A eingeschlossene Ladung ¢ ruft durch ihr Feld

E einen Fluss D hervor, dessen geschlossenes Flichenintegral (wieder) ¢ ergibt

q= / &Erp= ¢ dAD dA = gerichtetes Flichenelement; A = 9V
% A

Beispiel: A = Kugel um ¢ mit Radius r = ¢ = 47r?|D|.

Einheit der dielektrischen Verschiebung: [D] = % = C/m?. Demnach haben im

SI-System E und D unterschiedliche Einheiten (im GauRk-System: [E] = [D])

Die Stromdichte jq = ov hat die Einheit

HZEE:L
Ja m? s m?s’

Die zeitliche Anderung der dielektrischen Verschiebung hat dieselbe Einheit:
m?s

Dem entspricht ein sogenannter Verschiebungsstrom, der mit dem Ladungsstrom

zum Gesamtstrom j zusammengefasst wird:

Gesamtstromdichte = }q +D]|.

Analog zur Ladung definiert man fiir magnetische Felder eine Polstéirke

magnet. Moment  Strom - Fliche

Polstarke = Abstand - Abstand

mit dem Ampere (A), der Einheit der Stromstérke

2
[Polstérke]:Am =Am (1A:1£2- m? :19).
m m’s —— S
~— [A]

Die magnetische Feldstirke (magnetische Induktion) B wird analog zu E definiert

Kraft

- - N
B= Polstirke ’ [B] " Am

oder mit der Spannungseinheit Volt

.V
= [B]z;i.

1Valmo—=1-"— = 1—=1

Nm Nm N E
C As A m
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Die Wirkung des Magnetfeldes auf Medien wird (analog zu D) durch ein Vektorfeld H
beschrieben (magnetische Erregung, heute meist magnetische Feldstéirke). Analog zur
dielektrischen Verschiebung (= Ladung/Fléche) ist
-+ [Polstarke] Am A
[H] = — = 5 = — .
[Fléche] m° m

« Die Intensitéitsgrofen E, B bestimmen, wie stark das elektromagnetische Feld ist.

« D und H bestimmen, wie das Medium darauf reagiert.

1.2 Die Maxwell’schen Gleichungen

Die Maxwell-Gleichungen sind die Axiome der Elektrodynamik, die auf der Verallge-
meinerung empirischer Gesetze beruhen. Wir behandelt sie zunéchst in integraler Form
(so ist der physikalische Gehalt deutlicher), dann mithilfe der Sétze von Gauft und Stokes

in differenzieller Form.
Wir gehen aus vom

(1) Faraday’schen Induktionsgesetz |2]

/ dA 8(9_? = - j{ dsE| < eines der 4 Maxwell’schen Gesetze
A A

f

zeitliche Anderung des magnetischen Flusses — elektrische Ringspannung (Umlauf-
spannung, geschlossene elektrische Feldlinien). Minuszeichen: Lenz’sche Regel (die

Induktionsspannung wirkt ihrer Ursache entgegen [5])

(2) und vom Ampére’schen Gesetz [I]

Strom, der durch die Flache A flieft (Abb. 1.2) = Integral des magnetischen Feldes
um eine geschlossene Kurve, die A einschlieft (Abb. 1.2).

.

OA Abb. 1.2 Strom j durch eine Fliche A mit Rand 9A
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(Ein Strom ruft ein ihm proportionales Magnetfeld hervor, dessen Richtung mit der

des Stromes eine Rechtsschraube bildet).

(3) In Maxwells Erweiterung des Ampeére’schen Gesetzes ist dabei der Verschie-

bungsstrom beriicksichtigt,

Die Definition von D ist im Einklang mit dem Ampére’schen Gesetz (auch mathe-
matisch beweisbar{r_gb.

(4) Das Magnetfeld hat keine Quellen (= keine magnet. Monopole): Ausgehend vom
Induktionsgesetz verformen wir die Fléche A zu einer Halbkugel (Schale) und lassen

dann ihre Offnung zu einem Punkt schrumpfen (Abb. 1.3):

A

9A Abb. 1.3 Der magnetische Fluss durch jede
/fx — f geschlossene Flache verschwindet

dAB=- @ dsE =0 Die Fliche ist jetzt geschlossen.

Y

YYRandwerte im Ampére’schen Gesetz zu Punkt schrumpfen = § dAj = § dsH = 0 = § dA Jg =
A A
~ ¢ dAD. Bei zeitlich konstantem A = § dAD = % $§dAD=§dAD=-[dt¢ dﬁjq +const;, Vg =
OA A

COHSt=023§dﬁD=
A
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(1) - (4) ergeben die vier Maxwell-Gleichungen in integraler Form:

- 0B -
f dA %_t =- 515 ds E Faraday’sches Induktionsgesetz
A oA
/ dAj = 95 ds H Ampeére’sches Gesetz (mit Verschiebungsstrom)
A DA
51{ dAD =q Ladung als Quelle des elektrischen Feldes
A
jlg dAB=0 Quellenfreiheit des Magnetfeldes
A

In Komponenten sind das acht Gleichungen. Sie lassen sich mit den Integralsdtzen von
Stokes und Gaufs in differenzielle Form bringen. Fiir ein einfach zusammenhéngendes

Gebiet A mit Rand 0A ergibt der Gauf$’sche Satz
fdAD:de(@D), ygdﬁE:/dV(ﬁf}),
A v A v

(V' das durch die Flache A eingeschlossene Volumen) sowie der Stokes’sche Satz
fd@:/d[l(%@), fd§ﬁ=fdfl(ﬁxﬁ1).
oA A oA A

Die Ladung ¢ wird durch ein Volumenintegral der Ladungsdichte ausgedriickt,

[avo=q vv
v
und durch Gleichsetzen der Integranden folgen die Maxwell-Gleichungen in differenzieller
Form:
(1) Vx E=-B
(2) @xf{:j:jq+l§
3) V-D=o
(4) V-B=0

Dazu kommt die Kontinuitatsgleichung;:

Q’+€jq20 :
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1.3 Materialgleichungen

—

Die Maxwell-Gleichungen liefern acht Gleichungen fiir die 16 Grofsen E,D,é,ﬁ] ,J und
0.

Weitere Gleichungen sind also zur Verkniipfung der Felder nétig. Zunéchst werden die

sogenannten Materialkonstanten eingefiihrt

Dielektrizitdtskonstante e, [g] = As
Vm
I Vs
Permeabilitiatskonstante pu, [p] = e
m
A 1
Leitfahigkeit o, [o] = Voo oo

\Y
mit der Einheit Ohm des Widerstandes 1€ =1 X ;
sie ist benannt nach Georg Simon Ohm@. Die Konstanten fiir das Vakuum hatten wir
bereits eingefiihrt; fiir Medien ist € > ¢,. Fiir paramagnetische Medien ist p > g, fiir

diamagnetische u < .

Die Felder werden in der Regel ndherungsweise linear durch die Materialkonstanten ver-
kntipft:
D=¢F, B=uH, jq:UE'.

Damit werden die Maxwell-Gleichungen

— —

(1) @XE:—,UH

«H =0 +cE

Ve
N}
N—’
<

(3) V(eE)=0

(4) V(uH)=0

d.h., acht Gleichungen fiir die sieben Grofen E, H und p. Derzeit ist also das Gleichungs-
system noch iiberbestimmt; in der spateren kompakten Formulierung mit Potenzialen
(skalares Potenzial und Vektorpotenzial) wird sich das zu vier Gleichungen fiir die vier

unbekannten Potenzialfelder reduzieren.

" Georg Simon Ohm (%1789 Erlangen, +1854 Miinchen), deutscher Physiker.
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Die Kontinuitétsgleichung wird mit Materialkonstanten

({0 = do o
TeE) =122+ % -0
v(ﬁg) o)

do -, = 0o
E+V(0E)—at+

sofern die Ortsabhéngigkeit von ¢ und e vernachléssigbar ist. Die Losung der Differenzi-
algleichung ist (ohne &fsere Spannungsquellen)
€
o(t) = goe"’t/ €= Qoe’t/ T mit 7:=— Relaxationszeit;

o

fiir ideale Leiter mit 0 > 00 = 7=0 = p =0 bereits fiir kleine Zeiten.

1.4 Coulomb- und Lorentz-Kraft

Das elektrische Feld E und die magnetische Induktion B bewirken auf eine Ladung ¢, die
sich am Ort 7 mit der Geschwindigkeit ¥ bewegt, die Kraft

F =qE() +q(0 x B)

Coulome-Kraft Lorenth-Kraft
(dabei riithren FE und B nicht von ¢ her; die von q erzeugten Felder bewirken zuséatzlich
eine Reaktionskraft).

Die Kraftdichte (Kraft auf ein kleines Volumen) ist:

F(7) = o(F)E(F) + j, (F) x B(F).

1.5 Ubergang zu Gauf’schen Einheiten

Im SI hatten wir die Einheiten C, A, V und 2 eingefiihrt sowie die Materialkonstanten

e, i (bzw. gy, po fiir das Vakuum).

Im Gauf-System sind p = € = 1, so dass die sogenannte Verkettungskonstante v := ¢ /211
den Wert v = ¢ hat, wihrend im SI v = 1 gilt. Dabei ist die Lichtgeschwindigkeit ¢ im

Vakuum

c=299792458 2| .
S
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Zur Umrechnung von Mafsystemen ineinander sind vier Konstanten erforderlich:

System €0 o || W
Gauf 1 1 c| 1

Heaviside-Lorentz 1 1 c | 4w
SI (Ppg)™ 1% Lo ]| 4r

Mafsysteme mit 1 = 47 heifsen rational, solche mit ¢ = 1 irrational. Es ist

a \ NG
Ey = \/AneyEe; 1+ =10t Y

m cm
. 1 \ Jayn
By =+ /LB 1 =10" Y22 2 10' G (Gauk) = 1T (Tesla, im ST)
Mo m cm

= E und B-Felder haben im GauRk-System gleiche Einheiten (D, H analog). Die Elemen-

tarladung ist
e$ =4,803-1071%/dyncm = 4,803 - 10" P esu,,
esl =1,602-1071 As.

Im Gauf-System werden die Maxwell-Gleichungen

Lo 1
(1) VxE=--B
C

R U

(2) VxH=—j +-D

& &

(3) VD =4y

(4) VB=0

Im Vakuum ist £ = D und B = H. Weitere Einheiten im GauR-System sind:

Ladungsdichte [p] = 2
cm

Stromdichte [ﬁ] = by
cms

Ladung  [q] =[] [r]* = \/dynem

Stromdichte [I] = [§] [7“]2 -

Kraft [F]=[q] [E] = /dyncm - \/c%_n =dyn
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2 Elektrostatik

In zeitunabhangigen Feldern héangen die elektromagnetischen Variablen nur vom Ort
ab, 0= o(7),j = j(7); E = E(7); B = B(F).

Die Kontinuitdtsgleichung vereinfacht sich zu ﬁjq(f) = (0, und die Maxwell-Gleichungen
im Vakuum (E = D, B = H) werden

Elektrjf)statik Magneﬁostatik
elektrisches Feld E(7) und La- | magnetische Induktion B(7) und
dungsdichte o(7) als Variable; | Stromdichte j(7) als Variable
B =0 (=j, =0 : keine Stréme

bzw. Stréme werden ignoriert)

2.1 Elektrisches Feld und Potenzial

Zur Einfilhrung des elektrischen Potenzials betrachten wir das Wegintegral des F-

Feldes auf zwei unterschiedlichen Wegen (Abb. 2.1).

(71)

A
(2) (1)
(7) Abb. 2.1 Wegintegral auf zwei unterschiedlichen Wegen
7y m
f E(7)dr = [ E(F)df+§1§E(F)df
7o(1) 7o(2) c

Mit dem Stokes’sche Satz und der Maxwellgleichung fiir ein statisches E—Feld ver-
schwindet das Integral {iber den geschlossenen Weg,

95 E(7)di = /(@ x E(F))dA = 0

c

Stokes Maxwell
A

2George Gabriel Stokes (x1819 Skreen, 11903 Cambridge), irischer Mathematiker und Physiker.
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== das Integral ist im statischen Fall wegunabhingig. Man definiert das elektrische

Potenzial dann als

@@y:—/ﬁﬂﬁmﬁ+©@@

mit konstantem ®(7,), so dass d®(7) = —E(7)dF :

E(7) = -V®(7) |,

und mit der Maxwell-Gleichung VE = 47p folgt die Poisson-Gleichung

AD(7) = —4mo(7)

fiir den Zusammenhang zwischen Ladung und elektrischem Potenzial.

Den Zusammenhang zwischen Ladung und elektrischen Fluss durch die Oberfliche A

erhalten wir durch Integration der Maxwell-Gleichung fiir das E-Feld iiber das Volumen:
/ d*rVE(F) = 4n f d*ro(7) = 4mq
% v

und durch Umwandlung des Volumenintegrals in ein Oberflachenintegral mit dem Gauft’schen

Satz folgt fiir A =0V

[ dA E(7) = 47q| = elektrischer Fluss.
A

Der elektrische Fluss durch die Oberfliche A ist demnach das 47-fache der Ladung im

eingeschlossenen Volumen V. Fiir eine Punktladung im Ursprung folgt z. B.

[ dA E(7) K™ 2 B0 = dg
A

=B =L, |EF) -

T‘2 1

AR

(siehe auch Einleitung; dort jedoch im SI, hier im Gauf-System.)

Aufgrund der Rotationssymmetrie hingt das Potenzial ebenfalls nur von r ab, so dass

sa(r) = L) -5 (),

und durch Integration

=|d(r) = T4 const|.
r
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Potenzial von Ladungsverteilungen

Bei mehreren Punktladungen ¢, an Orten 7; wird das Potenzial analog

N
(D(f) — - (]’Lﬂ ,
i=1 |7" - Tz|
und die elektrische Feldstarke
E(F) = ~50(7) = qffr SIS
i=1 [T =75 i=1

(Die Maxwell-Gleichungen sind linear in Feldern und Quellen = Felder kénnen linear

superponiert werden.)

Beim Ubergang zu kontinuierlichen Ladungsverteilungen mit Ladungsdichte o(#) wird

aus der Summe ein Integral,

=
O(7) = f d%’% Potenzial,
F—7
P

T elektrisches Feld.
T

E(F) = -90(7) = f &P o(7)

=

Es gilt auch hier die Poisson-Gleichung, | A®(7) = —47wp(7) |, und mit den expliziten

Ausdriicken fiir ¢ (s.o0.) und p:
1
/ P o)Ay = i [ o=y wv
|4

|7 -7
%

= auch die Integranden miissen gleich sein,

A;ﬂ = —477'53(7_’: - ’F,) .

-

In ladungsfreien Gebieten folgt die LaplacGleichung .

2.2 Coulomb-Kraft

Die elektrische Kraft auf eine Ladung ¢; im elektrischen Feld am Ort 7; ist:

Fz’ = QiE(Fi)

13Pierre-Simon Laplace (%1749 Beaumont-en-Auge, 11827 Paris), franzosischer Mathematiker, Physiker

und Astronom.



26 2.3 Elektrostatische Energie

(im Feld E ist nicht das von der Ladung selbst erzeugte Feld enthalten).
Die Coulomb-Kraft, die auf eine Ladung ¢; am Ort 7; aufgrund einer zweiten Ladung

q» am Ort 7y wirkt, ist

= 71— T
F12:C]1(Iz—|f1 F2|3
1~ T2

fiir Ladungen, deren Ausdehnung klein ist gegeniiber ihrem Abstand r = |7/} — 7]

Bei mehreren Ladungen gibt es eine lineare Superposition der Kréfte, d.h., auf eine

Ladung ¢ am Ort 7 wirkt eine Gesamtkraft

=

-y
.

N N
F(F)=qE(F)=q) E(F-7)=q) g
=1

i=1

=

~ 7,
und beim Ubergang zu einer kontinuierlichen Ladungverteilung o(#)d*r wird aus der

Summe ein Integral,

Umgekehrt erhilt man daraus den Punktladungsfall, indem man die Dichte diskretisiert:

N
Q(F) = Z %‘53(7: - fz’)~
i=1

Bei dicht gepackten Ladungen muss der Beitrag der Ladungsdichte zum Potenzial ¢ und
elektrischem Feld F am gleichen Ort beriicksichtigt werden.

2.3 Elektrostatische Energie

Im Fall diskreter Ladungen ¢, ist die elektrostatische potenzielle Energie

= % Z%(I)z(fz) = Z Z qzq]

% j:tz

und die Kraft auf eine Ladung ¢; am Ort 7; (priifen durch Einsetzen und Differenzieren)

F;‘ = _6*.U.

Im Kontinuum wird das mit (VE)® = V(E®) - EV
1 o 1
U:ifd%g(f)cb( ) MWG FE=ing fd3 ¥ E(7)](7)

atz v. Gau 1 Ve ay — o\ -
Satz v. G ﬁ—fdAE(r)Q)(r)——fd3rE(r)V®(r).
87TA 8w
—E(7)
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Beispiel: Sei eine kontinuierliche, homogene Ladungsverteilung in einer Kugel vom Radius
R eingeschlossen. Fiir R — oo gilt wegen ® o< 1/R, E o< 1/R?, [dAE® o< 1/R — 0.
A

= Die elektrostatische Energie wird

U:l/ﬁ%ﬁ@).
8w

Allgemein lésst sich die elektrostatische Energie als Integral der Energiedichte u(7) schrei-

ben
U= / d>ru (7).
Im vorherigen Spezialfall (Beispiel) identifizieren wir demnach

1

8

u(i) = —E*(7).
Aus der elektrostatischen Energie bestimmt man auch den sogenannten klassischen
Elektronenradius. (Beachte jedoch: Das Elektron ist ein Punktteilchen und hat kei-

nen Radius wie z. B. das Proton).

Die elektrostatische Energie des Elektrons wird bei gleichméfiger Verteilung der La-

dung e auf einer Kugeloberfliche mit Radius R, (die Feldstirke im Innern ist Null):

1 N A N A
Uzgfd’f’Ee(r)zgfde(ﬁ)
14 Q

R,

47 e e? . .
= — — = ——  elektrostatische Energie des Elektrons.
8T R, 2R

e

Diese Feldenergie des Elektrons soll mit seiner Ruheenergie iibereinstimmen,

62 ~ 62

— -m.*’=>R
2R,

¢ ¢ 2myc
In natiirlichen Einheiten"] ergibt das mit A = ¢ = 1, MeV - fm = 1/(197,32), 1 fm =

1073 em, €* 2 1/137,m, 20,511 MeV:

. 197, 32

= fm=1,41-10"" cm .
137-2-0,511

“Magsystem Teilchenphysik: A = ¢ = 1;h = 6,582- 10722 MeV -s, ¢ = 2,998 -10%m -s™! = he = 197,32
107 MeV -m =197,32-107'3 MeV - cm = 197,32 MeV - fm; fiir b = ¢= 1 = MeV - fm = 1/(197, 32)
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In der Literatur [2] wird jedoch in der Regel der doppelte Wert als klassischer Elektro-

nenradius bezeichnet, R, = 2f€e:

2
R, = ‘ > =2,818-10""cm (im Gauk-System).
mec

Es handelt sich dabei um eine mit der elektrostatischen Energie des Elektrons assozi-
ierte Lange, nicht wirklich um einen Radius. Analog ergibt sich bei Annahme einer

homogenen Ladungsverteilung fiir den klassischen Elektronenradius: R2°™ = 1,2 Ee.

2.4 Mathematischer Einschub

Zur Vorbereitung des nachsten Kapitels iiber Multipolentwicklung stellen wir nun einige
mathematische Werkzeuge bereit, die dazu erforderlich sind. Insbesondere betrifft das

vollstéandige Funktionensysteme, Kugelflichenfunktionen und Legendre—Polynome[:SI.

In der theoretischen Physik beschreibt man Funktionen f(7) einer Vektorvariablen 7 =
(2,y,2) = (1,9, ) Kuga Oft durch sogenannte vollstindige orthogonale Funktionen-

systeme.

Dies ist analog zur Darstellung eines Vektors d durch paarweise orthogonale (oder ortho-

normale) Einheitsvektoren é;, 1 <i < N:

N
d = Zazél , Hllt ai = dlé” |éz| = 1
i=1 Normierung: Einheitsvektor

Fir drei kartesische Koordinaten:

ZL = alél + GQéQ + agég, CLZ' = ELéZ
Skalarprodukt

@b = ayby + agby + azby = [dl|b| cos[ < (a,b)]
mit |d| = /a3 + a3+ a3 .

Die Vektoren @ und b sind genau dann orthogonal (d.h. a = « (@,b) = 90°), wenn ihr

Skalarprodukt verschwindet:

ab=0 < alb|.

15 Adrien-Marie Legendre (x1752 in Paris, +1833 Paris), franzosischer Mathematiker.
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Das Skalarprodukt ist kommutativ (symmetrisch: ab = Bd) und bilinear, d. h., es gilt

das Assoziativgesetz fiir die Multiplikation mit Skalaren:
(rd)-b=r(ab)=d-rb VreR,V Vektoren d,b

sowie das Distributivgesetz (das Skalarprodukt ist additiv in jedem Argument):

=
S

a(b+¢) =

Q
O

+
V Vektoren d, b, ¢
(d+0b)¢=ac+0bé

Begriffe und Schreibweisen:

Basis: ¢,

Orthogonalitét: €;€; = d;;

Vollsténdigkeit: > (€;);(€;)m = 01
Darstellung: @ =) é(aé;).
Die Notation (a), i
Analog zur Darstellung eines Vektors in einer (vollstdndigen) Basis von Einheitsvektoren

steht hier fiir die j-te Komponente des Vektors d, z.B. ist (€;); = 0

lassen sich sogenannte quadratintegrable Funktionen f(7) mit [ d°r|f(7)|* < oo nach
einem vollstandigen orthogonalen Funktionensystem entwickeln.
Definiere zunéchst ein Skalarprodukt zweier quadratintegrabler Funktionen f,g iiber

einem reellen Intervall [a, b] als

b
(f,9):= [ dxf(x)g*(z)| * =komplexe Konjugation

und analog in 3d:

(f.9)= [ dri@)g(7)

(f,qg) erfilllt die bei Vektoren diskutierten Eigenschaften eines Skalarproduktes. Ent-

sprechend sind zwei (von Null verschiedene) Funktionen genau dann orthogonal zuein-

ander, wenn das Skalarprodukt verschwindet:

f, g orthogonal < (f,g) =0|.

Eine Funktion f heifst normiert, wenn (f, f) = 1.

Fiir den Vektorraum der quadratintegrablen Funktionen gibt es ein Basissystem (=

vollstéandiges Orthogonalsystem), das folgende Eigenschaften hat:

1. Die Basis besteht aus abzdhlbar vielen Funktionen {uy(7)}
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2. Die u; sind orthonormiert: (u;,u;) = d;;

3. Jede quadratintegrable Funktion f(7) ldsst sich nach dem Basissystem entwickeln:

f(7) = Zaiui(F) Darstellung von f(7) in der Basis {uy(7)}.

Die Entwicklungskoeffizienten a,, ergeben sich als Skalarprodukt von f mit den w,,:
N

(Fown) = [ i@, = Yo, [ du (@, ()

i

= Zaiéim: Ay = (faum) .

i=1

Im Allgemeinen wird eine unendliche Summe fiir die Konvergenz notwendig sein. (Bei

tiberabzéhlbaren Basissystemen wird die Summe durch ein Integral ersetzt. )
= Forderung: Die Reihendarstellung soll gegen die Funktion konvergieren geméf
3 N 2
tm [ #rlfE) = S au (P =0
Mit |a - b|* = |a|* + |b]* — a*b - b*a wird das
N N N
[ IR+ Y as - £ Y au- £ 3 atu;
i=1 i=1

4,7=1 ——
=0,

ij

_ 3 ~2_N 12
= [ #rlfE)F - 3ol

N
= Z|ai|2£fd3r|f(77)|2 Bessel’sche Ungleichung
i=1

N
(Da das Integral iiber den nichtnegativen Ausdruck |f(7) - ¥ a;u,[> notwendigerweise

i=1
nichtnegativ ist. )|

Um die Konvergenzforderung zu erfiillen, muss im Limes N — oo das Gleichheitszeichen

gelten,
N
]\lfim > Ja* = fd3r|f(f)|2 Parseval’sche Gleichung
—oo iy

Y Friedrich Wilhelm Bessel (%1784 Minden, 11846 Konigsberg), deutscher Naturwissenschaftler.
'"Marc-Antoine Parseval des Chénes (%1755 Rosiéres-aux-Salines, +1836 Paris), franzosischer Mathema-
tiker.
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Aus der Parseval-Gleichung folgt die Bedingung fiir die Vollstandigkeit des Orthogo-

nalsystems, nach dem wir f(7) entwickelt haben:
N

zw e [ a3 L () ) ()

[ @ ®r@ = [ ar [ dérsE-miore o)

d.h., die Parseval-Gleichung (= Gleichheit der linken Seiten) ist dquivalent zu

[uf (#)u; (7")] = 6*(F - 7) Vollstéindigkeitsrelation.

Mg

<.
Il
—

Kugelflichenfunktionen Y, (9, )

Die Kugelflachenfunktionen Y}, (9, ¢) mit -l < m < [ bilden ein orthonormales Funk-
tionensystem auf der Einheitskugel: eine (zweidimensionale) Basis, nach der sich andere
zweidimensionale Funktionen (z.B. der Winkelanteil der Losung der Laplace-Gleichung
AD(r,9, @) = 0) entwickeln lassen. Fiir jedes [ (I =0,1,2,...) gibt es (2] + 1) Kugelflichen-
funktionen.

Sie sind orthonormiert

2m ™
Vi Yin) = [ dip [ d0 100 Vi (9, 0) Vi (0, 9) =
0 0

und erfiillen die Vollstdndigkeitsrelation () in der Form

Z c(0,0)Y (07, 0") =6(e—¢")o(cos — cosd') | .

gMS

Weitere Eigenschaften der Y}, (9, ¢):

Y};(ﬁ,@) = (_1)m l,—m(ﬂago)

Yy = (—\ / 8% sinz?ew) ==Y (Y, ).

(Die Yj, sind reell.)

z.B.:
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Die einfachsten Kugelflichenfunktionen sind

1
%0(19790) = E?

3 . +i 5 (3 1
Viaa(9,9) = #\ [ o= sinde™, Yoo, 0) =y /E (5008219 _ 5) |
1 - 1 [15 .
Vs = ¥\ 22 cosUsindes™,  Ypup(1,0) = 11/ 2 sin? 2
8w 4\ 2n

Die Y}, sind Losungen der partiellen Differenzialgleichung

3
Y10(19a90) = ECOS’&,

AQYEm(ﬂa 90) = _l(l + 1)}/2771(197 SD) .

Mit dem Winkelanteil des Laplace-Operators, A :

1 0 0 1 02
Bo = sin® 09 (51n19—)

99) " sin2d 3_<p2

z.B. gilt fiir Y;(19, @) o sin(d)e™:

Agq(sin(d)e™#) = Lﬂ% smﬁ(% (sin(¥)e’) + ,1

1 A .
[311119( sin?9 + cos? 1)) — nﬁ]ew L -2sin(1})e'? |
und wegen —sin® ¥ + cos® ¥ — 1= — 2sin? ¥ ist die Differenzialgleichung erfiillt.

Da die Y}, ein vollstiandiges Orthonormalsystem auf der Kugeloberfliche bilden,
lasst sich jede auf der Kugel differenzierbare Funktion mit beschrénkten Ableitungen

entwickeln:

f(197§0) = i i alelm(ﬁa 90)

=0 m=-1

mit Koeffizienten
i = ([ Vi) = [ d2F(Q)Y;,(9).

Fiir die iiber m summierten Kugelflichenfunktionen gilt das folgende Additionstheorem:

47
20+1 7

Z Y, (0, 0", (9, ) = Py(cos )

mit § = <(7,7") und cos@ = sin®’ sind cos(p — ¢') + cos¥ cos?. Die Richtung von 7 ist
durch (¥, ), die von 7 durch (¥, ¢") bestimmt. (Fiir 9" = 0 wird 6 = 99).
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Die Funktionen P, auf der rechten Seite des Additionstheorems sind die Legendre-

Polynome

4
Py(cosv) =1/ 57 jleo(z?, ¢) (die Y}y haben keine p-Abhéngigkeit).
Mit dem Ausdriicken fiir die Y}, ergibt sich
Py(z) =1, Pi(z) =z, Py(z) = 3(32z* - 1) etc. (Beachte die Normierung: P,(1) =1).

Auch die Legendre-Polynome (Abb. 2.2) bilden auf dem Intervall [-1, 1] ein vollstandiges
Orthogonalsystem

+1
2
:{Ndxf%(x)fk(x)-§T1f[@n»

und jede Funktion f: [-1,1] — R lésst sich nach Legendre-Polynomen entwickeln:

20+1
2

=

fldwf(ff)Pz(fU)-

f(z) = gclmw

Beispielsweise lisst sich der Ausdruck |7 — 7™ mit || < |F] und ¥ = < (#,7') — siche die

Multipolentwicklung in Abschn. 2.4.2 — entwickeln als

o0 T’l
™t = ! = ! :12( )Pl(cosﬁ).

|F r \/ 2 2 ! 2
— 9 ! ! Tz T
r+r 2rr' cos 7’\/1 (71; ) 2: cos ) =0

Die Pj(x) sind Losungen der Legendre’schen Differenzialgleichung

(1-2)f"-22f +1(l+1)f=0|, l eN,.

(Die allgemeine Losung ist f(x) = AP,(x)+BQ;(z), mit Q; = Legendre-Funktionen zweiter
Art = die P, sind partikuldre Losungen). Es gibt mehrere Darstellungsformen fiir die P,

z.B. die Rodrigues 8} Formel

dl

h@) = g2

[(«®-1)']],

die Integraldarstellung

s !
Pl(x):%f[er\/xz—lcosgp] dp, veC~{+1,-1},
0

18Benjamin Olinde Rodrigues (%1795 Bordeaux, t1851 Paris), franzosischer Mathematiker, Bankier und

Sozialreformer.
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oder Rekursionsformeln.

Die Legendre-Polynome als orthogonales Funktionensystem spielen vor allem in der Elek-

trodynamik und in der Quantenmechanik eine wichtige Rolle.

2
\\ 7P3
\\\ o P2
\\ 1 1 S ,P
\ p; Py(z) =1
\ P(z)=z
_}2 \\>: , 2 g)) PQ(CC) 5( - 1)
Py(x) = %(5x -3x)
1!
-2 Abb. 2.2 Legendre-Polynome

Die assoziierten (zugeordneten) Legendre-Polynome P, (x) definiert man mittels
der m-ten Ableitung der P(z) als

m

Pi(2) = <—1>m<1—x2>m/2;i—ma<x> om0

(1-
(I+ )'

bzw. durch den in Abschn. 2.4.2 gezeigten allgemeinen Ausdruck. Der Zusammenhang mit

Py () = (=)™ By ()

den Kugelfldchenfunktionen ist demnach

Vin(0.0) = le”(“ (o Puneos e

Wie bereits bei den Y}, diskutiert, ldsst sich aufgrund der Vollstandigkeit der Kugelflé-
chenfunktionen jede Funktion f(1,¢) auf der Einheitssphire durch Kugelflichenfunktio-

nen darstellen.

Tensoren

Ein Tensor n-ter Stufe ist eine Grofse mit n Indizes, die durch ihr Transformationsver-
halten definiert ist.



2 ELEKTROSTATIK 35

Vektoren sind Tensoren erster Stufe mit
.’L‘; = ZD“/’x,l’ .
/[:I

Die D,; sind die Elemente einer Drehmatrix D: Bei einer Drehung des Koordinatensys-

tems — z. B. um die x-Achse — transformieren sich ihre Komponenten geméfs

1 0 0
D=] 0 cosaa -sina

0 sina cos«

Tensoren zweiter Stufe transformieren unter Drehungen in der Form

I
ik Z Dii'Dkk'Ai’k"

AN
ik

Drehungen wirken auf jede indizierte Groe als orthogonale Matrizen, denn es gilt D™! (o) =
D(-a) = D' () und somit DD = DD” = 1. Im folgenden Abschnitt werden wir das Qua-

drupolmoment als Beispiel fiir einen Tensor zweiter Stufe kennenlernen.
Drehinvariante Tensoren

» zweiter Stufe: Kronecker-Delta d;;, = 0;,, denn

e = ZD i Dy 0y = ZD Dyt = ZD /D 1 = 0. wg. Orthogonalitdt von D.

« dritter Stufe: Levi-Civita-Tensor € (Das Vektorprodukt (dx b); = SR

ist unter Drehungen invariant; also ist auch ¢;;; invariant.)

ijk = zgk:

2.5 Multipolentwicklung
2.5.1 Monopol, Dipol, Quadrupol

Fiir das Potenzial ®(7) einer Ladungsverteilung o(7) hatten wir den (exakten) Ausdruck

gefunden
—*I

O(F) = fdf*)g =

Jetzt bestimmen wir fiir grofe Absténde die fiihrenden Beitrdge der Ladungsverteilung

zum Potenzial anhand einer Taylor-Entwicklung von 1/|7 - #'| nach 7. Die Ladungsdichte
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o(7") soll bei 7' » 0 zentriert sein, und |#—7'| > |7, d. h., der Beobachter (bei 7) ist entfernt
von der Ladungsverteilung (Abb. 2.3),

=

/F\’/

Abb. 2.3 Ladungsverteilung mit Beobachter bei 7

Die ersten drei Glieder der Taylorentwicklung nach 7' = (z',4', 2") sind

1 1 - 1 - .1
——= - (V) -+ (FV)(V)-F
r—17 r 2 r

—— I N —

Monopol  Dipol, #- T Quadrupol
T

Die vollstdndige Entwicklung wird mit dem Operator ®, der auf 1/r wirkt

Wir berechnen die ersten Terme der Entwicklung: Mit V1 = —;—9’,: [Wegen Vf(r)== f’(r)]
wird (7'V)1 = —ﬁ,

1 = . -7 Produktre o 1 = 1 f > r (FIF)
SN S L 9 T

1 T g T L
-3 Dy Senr|

mit der Matrixdarstellung [7 = (z,y, 2)]:

g 100
ver=| 0 % 0 |=[0 1 0 |=1 [beachte: V,(77") =7, (V,7)i = 3]
0 & 001
so dass:

Lo e 1 3(FF)? 177
2(7’V)(7’V)T—2 o 273 |
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Die Terme sind also nach steigenden Potenzen von r im Nenner geordnet: Bei groften
Absténden r dominiert der Monopol mit kleinen Dipol- und Quadrupolkorrekturen. Bei

kleineren Abstdnden werden jedoch auch Dipol und Quadrupol wichtig:

1 17 3(FF)? -
mz;‘f‘ﬁﬁ‘z—?jﬁ‘... .

Der Zahler des letzten Terms lasst sich schreiben als

1
3(ﬁl2)2 -7 = 2, (37,2), - 7"25z'k) = (ziry - 57”25%)(31’1‘% - 7”25ik)

\

zusatzlicher Term, der bei der Kontraktion mit
(32,2, — 720, ) verschwindet:

5Zk(3x1$k - 5ikT2) = 3:[;2.1'1 - 7’252-2- =0.

Dabei wird iiber alle Indizes summiert, die zweimal in einem Produkt auftauchen (Sum-
menkonvention) hier also iiber i,k = 1,2, 3. Der zusétzliche Term sorgt fiir die Spurfrei-

heit des Quadrupolmoments.

Die Multipolentwicklung des Potenzials ®(7) wird mit

q=[d3r'Q(F') Ladung

pi= fd?’r'F’Q(F’) Dipolmoment der Ladungsverteilung o(7)

1
Qir = [ d>r' (wla), - gdikr'z)g(F') Komponenten des Quadrupolmoments Q

——

. q pr 3z,1), — %6, 1
= @(r):;+r—3+Qik%+(’)(F

(der Term —r24,;, verschwindet bei Kontraktion mit @;;).
Der Monopol fillt mit 1/r ab, der Dipol mit 1/r?, der Quadrupol mit 1/r* etc.

Die Feldstarke folgt als Gradient des Potenzials:

= SN o2
E(f):—@cb(f):%+m+o(i4) ,

d. h., fllt ein Term im Potenzial mit 1/7" ab, dann fillt er im Feld mit 1/r"*! ab: Dipol
im Potenzial mit 1/r, im Feld mit 1/ usw. Die einfachste Darstellung eines Dipols

sind zwei Punktladungen +¢ im Abstand d = |d| mit dem Dipolmoment j = ¢ - d.
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Quadrupol

Einfachste Darstellung: Vier Punktladungen, je zwei positive/negative Ladungen gegen-
tiberliegend mit gleichem Betrag (Abb. 2.4). Sowohl die Gesamtladung als auch das

Dipolmoment verschwinden beim reinen Quadrupol.

o+q

° ) Abb. 2.4 Quadrupol

ot+q
Das Quadrupolmoment ist ein symmetrischer Tensor zweiter Stufe,
Qir = Qi

und kann deshalb wie beispielsweise auch der Tragheitstensor in der klassischen Mechanik
durch eine orthogonale Transformation auf Diagonalform gebracht werden.
Aus der Definition von @, in Abschn. 2.4.1 folgt (mit d;; = ¥ d;; = 3) @ =0, so dass

Sp(Q) = Z Q;; =0|, die Spur des Quadrupolmoments verschwindet.

Symmetrischer Quadrupol

Hier hingt die Ladungsverteilung nur von z und \/2? + 3* ab, 0 = o(2,/z* + y*) (Abb. 2.5).
Dann gilt:

¢ Qxy = sz = Qyz = 07 wegen Q(Jf,y,Z) = Q(‘x»%z) = Q(xa _yvz)a und

° sz = ny = _%sz wegen Sp(@) =0.

z

Y

0
Zy Abb. 2.5 Symmetrischer Quadrupol

Ve
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Man definiert hier das effektive Quadrupolmoment als

~ 3 3 1 2z =r" cos®’ /W 3 / 1 !
Q= §sz = [ & (ﬁz’z - §r’2) o(7) * 7T f d>r' r" [5 (cos ')’ - 5] o(7)

Pyy(cosv))

zugeordnetes (assoziiertes)

Legendre-Polynom

= Q:[d?’r'r’QPQ(cosﬁ')g(F')

(manchmal Q := 1Q., bei Definition von @, mit zusétzlichem Faktor 3).

Multipol im aufseren Feld

Eine um den Ursprung lokalisierte Ladungsverteilung o(7) sei in einem &ufseren Feld, das
durch ein Potenzial ®,(7) beschrieben und von einer entfernten Ladungsverteilung o, (7)

erzeugt wird. Ferner bezeichne ®(7) das Potenzial, das allein durch o(7) erzeugt wird.
Die Wechselwirkungsenergie ist

Uy = [ dro()o,(),

da beide Energiebeitriige — der zweite ist [ d®ro,(7)®(7#) — wegen der Symmetrie des
Problems gleich grof sind; es gibt deshalb hier keinen Faktor 1/2.

Die Entwicklung des dufseren Potenzials ergibt
- Lo o 1
Uy = f d*ro(F) [q)a(o) + 7V, (7)]r0 + §Iixjvivjq)a|f=0 + ]
o 1 1 30 ()2

=q®,(0) +pVP, | + 5 Qi + §5ij f dro(F)r* | V;V; @, lio + ...
mit V,;V,®, = A®, = 47, = 0 (da am Ursprung keine Ladungen sind, die g, erzeugen).
= Wechselwirkungsenergie:

= 1
Uy =q®,(0) -pE,(0) + EQijvivjq)a|F:0 +

Aus diesem allgemeinen Ausdruck lasst sich u. a. die potenzielle Energie zweier wechsel-

wirkender Dipole — z. B. p im Ursprung und p, bei 7, — ableiten (Abb. 2.6):
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=

Abb. 2.6 Wechselwirkende Dipole

Der Dipol p, erzeugt ein Potenzial

—

N Pa(F = T)
O, (7) = rf_—mg,

und der allgemeine Ausdruck fiir die Wechselwirkungsenergie U,, vereinfacht sich zu

GE =3 PPa 3(Paro) (PT
Uy = =PE,(0) = pV @y = —5 - M .
To To

Die Energie hingt demnach von der Orientierung relativ zum Feld am Ort des Dipols ab:
Analog richten sich in der Magnetostatik die Magnetnadeln im Erdfeld aus und minimieren

so die magnetische Wechselwirkungsenergie.

Die Kraft auf den Dipol im Ursprung ist
F- / &ro(7)E, (F) = f PBro(F) [Ey(0) + 79 By + ..
= F = (pV)E,(0) + ...
und das Drehmoment

N = fd3rg(F)F>< B (7) =5 x B, (0) +.. .

2.5.2 Multipolentwicklung in Kugelkoordinaten

Es soll die Laplace-Gleichung A®(7) = 0 auferhalb einer begrenzten Ladungsverteilung
in Kugelkoordinaten (r,1,¢) gelost werden (Abb. 2.7).

x =7rsind cos ¢
y =rsinvsing

z=7rcost

Abb. 2.7 Kugelkoordinaten



2 ELEKTROSTATIK 41

Es ist
2
Ap =L a L 0)+ L Agd
1 0 ok 1 0’
Ag® = — —
@ sind 09 (Smﬁaﬁ) sm219(9902

(A = Winkelanteil des Laplace-Operators auf der Kugel, entféllt bei radialsymmetrischen

Problemen).

Mit |7 = 7| = Vr? + 72 = 277 = r\/l +(Z) —2Zcosy) (9= fiir ' = 0) wird die Multi-

polentwicklung

o) = [ dr ’|§’(Tﬁ,| fd3 '\/1 _Q(T')

1A
-2 cos ¥

= 1 I I =/
= Z o f d3r'r ZPZ(COSﬁ)Q(T ) .
1=0

Die Legendre-Polynome P, haben wir im mathematischer Einschub (Abschn. 2.4) ausfiihr-
lich behandelt. Mit dem dort diskutierten Additionstheorem

47T o * !/ !
TS| >, Y (0, 0")Y,, (9, ¢) = P(cos)
m=-1

erhalten wir die Entwicklung des Potenzials

lm(ﬁago)
CI)(T v SO) Z Z 21+1 Qim Tl+1

=0 m=-1

nach den spharischen Multipolmomente ¢,

@ = [ 0o .

Offensichtlich gilt gy, = ¢; der Zusammenhang zwischen den ¢;,, und dem kartesischen

3
dio =
Qi1 = \/ (px + Zpy

Dipolmoment p ist
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2.5.3 Losung der Laplace-Gleichung

In Kugelkoordinaten lautet die Laplace-Gleichung

AD(r,9,0)=0].

Lésung durch Separationsansatz:
O(r,9,0) = R(r)Y (9,¢))
= AD(r, 0, 0) = (A, + 1/r*Ag)R(r)Y (¥, )
= (A R(r)Y (9,0) + R(r)[r*AgY (9, ) = 0
mit

102 10 0 10 1 2
A = ——F = ——— = —— == ! / m_ = pr "
LR(r) o (rR) o ar(rR) o [R+7TR] . [R'+R +rR"] rR +R

2 1
= A0 =R"Y + -R'Y + 5 RAQY =0.
T T

Multiplikation mit 7*/(RY’) ergibt

I/ ! 1
r2%+2r% = —?AQY =c
—_— —_——

héngt nur von r ab  hangt nur von Q=(9,¢) ab

= beide Terme miissen konstant sein, und sich zu Null addieren.

Losung des Winkelanteils

Y (9,0) = f(9)-g(p); multipliziere mit sin?
sin? 9

Y

= c-sin® 9 +

Ao f(9)g(p) =0

in®Jr 1 9 af],. 9"'(»)
Lgin?y 4 S [ o 79_] _
c-sin +f(?9) sinﬂaﬁsm 59 + (%) 0
—
=const=m? = const = —m?

= g"(¢) +m*g(¢) =0

+imep

9(p) = goe

Wegen der geforderten Eindeutigkeit der Losung miissen die m ganze Zahlen sein, m =

0,+1,+2,..., da nur so g(¢ +2m) = g(p) gilt.
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¥-Anteil: Die Substitution z = cos¥, f(¥) = F(z), & = —sind-Z ergibt

m2

d 2 !
d—[(l—a: )F]+(c—

T 1- 22

VF =0 .

Die Differenzialgleichung hat nur dann fiir x = £1 reguldre Losungen, falls ¢ = (1 + 1)
mit [ = 0,1,2,... und |m| < [. Reguldre Losungen sind die zugeordneten Legendre-

Polynome P, (z).

Losung der Radialgleichung:

TZ% + 2r% =1(1+1);

mit R(r) = utr) _, r?U" =1(1+1)U;
T

Ansatz: U(r) =r*=a(a-1)r*=l(l+1)r* =a=1+1 v a=-I

= Losung fir R(r) =U(r)/r:

R(r) = Cyrt + Cyr1

(C}-Term reguléar fiir r — 0, singulér fiir r - oo. Cy singulér fiir r — 0, regulér fir r - o0.)

Die Gesamtlosung wird

2.5.4 Losung der Poisson-Gleichung

AD(r, 1, ) = —4mo(r, v, p)

Entwicklung nach Kugelflichenfunktionen:
(r, 0, 9) = 3 Ripn (1) Yy (0, )
lm

o(r, 9, p) = lZ O (1) Y1 (0, )
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Einsetzen in die Poisson-Gleichung ergibt nach Multiplikation mit r? die inhomogene

Differenzialgleichung:

%(TQR;m(T)) 1l + 1) Ry, (1) = 471 0, (7)

Wir 16sen sie zuerst fiir den Spezialfall einer geladenen Kugelschale mit Radius 7', gy, (r, ") =

o(r—r"):

2rR) (r,r') + 2R (rr') = 1(L+ 1) Ry, (r,r") = =4mo(r =) | (%)

/= Clrl.

Fiir 7 > 7’ sollen die Losungen regulir fiir r — oo sein: Ry, (7,7")],.,» = Cor™ "%

Fiir r < 7’ sollen die Losungen reguldr im Ursprung sein: Ry, (r,7")|,«,

Es gilt:
(a) Ist ®(r) stetig bei r =, dann ist auch R(r) stetig mit

I N o n—l- C IN—2]—
Cl(r)l:le(rar):CQ(r)ll:alz(r)zll
2

(b) Ry, (r,r") darf einen Knick haben, d.h., die Thetafunktion (Heaviside-Funktion) ent-
halten:
0, r-r'<0
O(r—r'") =
1, r=7'>0

. 0 r ’ ’ "N o_ 0 AN I
mit E_g[drf(r)@(r—r)—f(r) = Eﬁ(r—r)—ﬁ(r—r) .

Daraus konstruieren wir fiir die Radialgleichung den folgenden Losungsansatz:

I
Ry, (r,r") = Coy |71 0(r = 1) +—(r')21+1 O(r' —r)
—_——— —_———

’ ’
r>T r<r

Cy wird durch Einsetzen des Ansatzes in (*) und partielle Integration bestimmt (§’-Terme

fallen gegen 4 Terme weg). In Termen mit §-Funktionen beachte 6(r - ") = 6(r' - r) und

f(r)o(r=r") = f(r)o(r -r').

47
n-1 _ _ 1AV
= Cy2l+1)(r") " =41 = 02—2l+1(7“)
"1 l
= Ry, (r,r") = dr_| () O(r—r")+ " O(r' =)

C20+1 |
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Eine allgemeine Ladungsverteilung p;,,, () kann nun als eine Superposition von geladenen
Kugelschalen py,,(r, ") fiir alle Radien r’ mit Koeffizienten 7'?p,,,, (") angesehen werden,

denn

pin(r) = [ o (070G =1) = [ (700 (0 (1)

—_———
= T2ﬁlm(r7r,) = (T,)Qﬁlm(rvrl)

Aufgrund der Linearitat der Maxwellgleichungen lédsst sich die allgemeine Losung Ry, ()

fiir eine beliebige Ladungsverteilung p;,, (r) dann ebenfalls als Superposition der le(r, r')

mit den gleichen Koeffizienten (r')2p,,,(r") schreiben,

Fun(r) = [ dr' (" 20, B ()

so dass

(I)(Ta v, 90) = ZZ le(’l“)}/;m(ﬂ, 90)

Am : I(TI)ZJr2 I <y, Tl /
= ;ﬂ |‘/(; dT’ /r'l+1 plm(T ) + [ dT‘ —(/’n/)l*1 plm(r ) }/lm(,l97 gp) .

2.6 Dielektrika

Materie besteht aus positiv und negativ geladenen Teilchen — Protonen, Elektronen — sowie
den (neutralen) Neutronen. Die mikroskopischen Ladungen gleichen sich in der Regel im
makroskopischen Bereich aus, so dass die Materie nach aufen hin fast oder vollig neutral

1st.

Die Ladungen bewegen sich dabei mit hoher Frequenz um ihre Ruhelagen, sofern die

Temperatur nicht in der Nahe des absoluten Nullpunktes ist.

In Leitern bewegen sich Ladungen frei. In der Elektrostatik gilt in einem Leiter E= 0,

da sich die Ladungen sonst wegen j = o E bewegen wiirden (0 = Leitféhigkeit).

Dielektrika sind schwach- oder nichtleitende, nichtmetallische Substanzen, deren La-
dungstrager i. Allg. nicht frei beweglich sind; dies konnen Gase, Fliissigkeiten oder Fest-

korper sein. Sie sind normalerweise unmagnetisch.
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In Isolatoren kénnen Ladungen nicht wandern, aber verschoben werden (Abb. 2.8): Ein
duberes F—Feld erzeugt Dipole durch Verschiebung der Ladungsschwerpunkte von Ker-

nen und Elektronenhiillen (Verschiebungspolarisation).

E

Abb. 2.8 Isolator im elektrischen Feld

eyl

Die Gesamtladung verschwindet weiterhin, aber im Volumen V' wird eine Dipoldichte

erzeugt, die bestimmt ist durch % x Anzahl der Dipole x mittleres Dipolmoment.

Bereits existierende Dipole von Molekiilen oder Molekiilgruppen richten sich im E-Feld

aus (Orientierungspolarisation); sie arbeiten dabei gegen die thermische Bewegung.

Im Folgenden wollen wir die Verschiebungspolarisation néher betrachten: Das E-Feld

bewirkt die Verschiebung von Ladungen ¢; von 7; nach 7; + a, :

Dipole p; = ¢;d; werden induziert, die Materie wird polarisiert mit induziertem Di-

polmoment p =3, ¢;7;. Die zugehorige Ladungsverteilung wird

—

1 1 r—T; -
7 :—AQ):—AE:_’.—Z:— } =N 5.7 - 7).
Qp(r) 47T 47T - pl |F F| 47Tv |‘> 7:| ZZ:p’L (r T’L)

N—— ~—
=V =—47§(7F-7;)

P(F) = o |= D 5:0(7F = 7)

ergibt sich

0,(¥) = -VP(¥)| .

Die Ladungsdichte hat also aufser dem Anteil frei beweglicher Ladungen o¢(7) auch eine

Polarisationsladungsdichte o, (7)

o(F) = 0s(F) + 0, (F) = o1(7) = V(7).
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Die Polarisation P beschreibt die Antwort des Mediums auf ein anregendes elektrisches
Feld E. Im Medium wird dadurch die Feldstirke E zur dielektrischen Verschiebung D,

D(7) = E(7) + 4w P(7) | .

Fiir die dielektrische Verschiebung D gilt vD = 47 of
N [dV@D: fdfl[):szdvgf:zmqf
% A v
und analog fiir das elektrische Feld E

[ dVVE = 515 dAFE = 4m(qe +qp), mit g, = Polarisationsladung
% A

mit der Polarisations-Ladungsdichte o, = -VP

= 4o = VD=V [E’+47r15] = @E—élﬂgp

=|VE = 4 (op + gp)

sowohl die freien, als auch die durch Polarisation erzeugten/induzierten Ladungen tragen
als Quellen zu E bei.

In der Maxwell-Gleichung ¥V D(7) = 470(7) (die Quellen von D sind die freien Ladungen
o) sind dabei D und g; als (iiber makroskopische Volumina) gemittelte Groken aufzufas-
sen.

Wegen des vorausgesetzten linearen Zusammenhanges (s. Kap. 1) zwischen D und E,
D(7) = eE(7) folgt E+47xP =¢E, (e = relative Dielektrizitétskonstante; im Vakuum ist
e=1, E=D)

= |P=—FE=x.E|,

d.h. ein linearer Zusammenhang zwischen P und E iiber die dielektrische Suszeptibi-
litat

-1
Xe:—g , e=1+4mx,|.
4

Aus [ d*rVD =4x [ d*ro; = 4mgq folgt mit dem Satz von Gauf fiir A =9V
v v

/dle(F)zélwqf :
A

Der Fluss der dielektrischen Verschiebung durch die Oberfliche A eines Volumens V' ist

demnach gleich der frei beweglichen Ladung x 47 in dem betrachteten Volumen.
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Bemerkungen zu P, x,, ¢:

e Nur fiir isotrope Materialien sind € und y, Skalare; fiir anisotrope Materialien

sind es Tensoren.

« Bei Ferroelektrika ist die Polarisation P bereits bei E = 0 von Null verschieden,
wird aber meist durch Oberfliichenladungen kompensiert. Aukere Verdnderungen
(wie Druck bei der Piezoelektrizitdt von Quarz) kénnen sie in Erscheinung treten

lassen.

« Die Dimensionen von P,D und E sind im Gaufs-System gleich, die Einheiten
sind \/dyn cm. Im SI-System ist [E] = ¥; [D] =[P] = %. Die x, unterscheiden sich

in den beiden Maksystemen um einen Faktor 47, (x,)g = € -1 =47 (x. ), die € sind

identisch.

« Werte fiir e: Luft: 1,000264; Teflon: 2,0; Glas: 3,7 - 10; Alkohol: 25,8 [3].

Grenzflichen zweier Dielektrika

Seien € und y,. Konstante. Betrachte nun eine Grenzflache zwischen zwei Medien mit
Dielektrizitétskonstanten €,,e, (Abb. 2.9):

ds

€1

Ah Abb. 2.9 Grenzflache zweier Dielektrika

Die Grenzfliche wird dabei durch eine Kurve eingeschlossen, die oberhalb und unterhalb
parallel zur Flache verlauft, und deren Hohe Ah beliebig klein wird. Aus der Maxwell-
Gleichung ¥ x E = 0, und mit dem Stokes’schen Satz folgt

0= [ dA(VxE)= [ d3E=b(Ey - Bx) = [Eu=Fa.
A 0A

Die Tangentialkomponenten des E-Feldes sind an der Grenzfliche stetig.
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-

Ah

Abb. 2.10 Gauflt’sche Dose

~_

Normal zur Grenzfliche legt man eine Gauf’sche Dose (Abb 2.10) in die Fldche. Sind

auf der Grenzflache keine frei beweglichen Ladungen, gilt:

ozfdvﬁbzfdﬁf)
1% oV

Riickt man mit Ah — 0 die Oberflache an die Grenzflache 1 - 2 heran, kann das Fldchen-
integral von D nur 0 bleiben, wenn die Normalkomponenten von D an der Grenzfliche

gleich sind:

0= § dAD = A(Dy - Dsy) = [Diy= Do)
ov

Ist eine Flachenladung mit o = % auf der Grenzflache, wird analog ‘ D, - D,, =4no]|.

Fiir die Polarisation gilt entsprechend an der Grenzflache:

A ( Py, - Py,) = By, — Fy,  Normalkomponente

Ar(Py, — Py) = Dy — Dy, Tangentialkomponente

Beispiel

Wir untersuchen eine dielektrische Kugel (Abb. 2.11) mit dem E-Feld Ubergang von
innen nach aufen: FEine Kugel mit Radius R, dielektrischer Konstante €, sei in ein Di-
elektrikum mit €, eingefiigt. An der Grenzoberflache der Kugel gilt E}; = Ey, D;, = Dy,.

Das E-Feld im Dielektrikum 1 sei in groker Entfernung homogen, E(7)|,s5 = Fu = E ¢
= Dort ist das Potenzial ®(7)|,mp = —Fof = —Ercost?) = ®(F) = f(r)cos?.
—_——

2

=z
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Abb. 2.11 Dielektrische Kugel

Die Losung der Laplace-Gleichung
0=A®(7) = A[f(r) cos]

ist eine Linearkombination aus r (homogenes Feld) und 1/r? (Dipolfeld). Am Ursprung

sitzt jedoch kein makroskopischer Dipol.

= Losungsansatz:
o, (7) = (—Ewr+7%)cosq9, r>R
O, (7) = —Eyr cos, r<R

(7 =

An der Grenzflache gilt:

' p
() B = Eo, Palr = Polpen = ~BoR+ 5 =B,

.. 0P 2p
(11> Dln:DQH’ Dn:_ea = gl(Eoo—i_ﬁ):EQEZ

3e €9 —€
:>E2_ 1 _2 1R3

- Eoo I =
€9+ 2¢; b

€9+ 2¢;

o0 *

(= Fire =¢y: Ey=E,, p=0)

9
or

elektrischen Felder aufterhalb und innerhalb der Kugel:

+Ept 2 46,10

Mit dem Gradienten in Kugelkoordinaten V = €, 99 T Cormnvog

ergeben sich die

E,(7) = -V, (F) = (Eoo + i—g)cosﬁér (B, - T%)sinﬂé,g, r>R

E(#) =1
Ey(7) = =V Oy (7) = Eycosté, — Eysind éy, r<R

Anmerkung: Es ist Ey(7) || €,, da ®,(7) = ®y(2). Im Gegensatz dazu ist &, (7) = &, (z,y, 2)
und E, # E\é..
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Aus dem Dipolmoment p = péﬂ ergibt sich die Polarisation im Innern der Kugel,

~ op €y — €1 aRs o 3 €y — € N
P:_:_—_ ooez:__— 00627
0 €y +2¢; OV 4T €5 + 264
~——
v=4ir R
so dass diese das elektrische Feld um
.. _ A -
E,-E, :_ﬂEooéz __p
€y + 2¢; 3

verandert.
Ist die dielektrische Kugel im Vakuum, gilt mit ¢, =1, g5 =¢:
 innerhalb: F, = Q%EEOO = FEy<FE,

« auferhalb: p= =L R3E_

e+2

Eine Hohlkugel (mit ¢, = 1) im Dielektrikum ¢, = ¢ ergibt:

e innerhalb B, = 2 FE = E,>F_

1+2¢

o auferhalb: p = L RPE

Das elektrische Feld ist in beiden Féllen homogen im Innern der Kugel, wihrend es im
Aufenbereich inhomogen ist (Abb. 2.12).

Y Yy

L e i A A R — > o> e
NN.\}N.\.\/\NH.—)./)%./.%T)T/)H — > — — 3
-\/\N\-\)\\Nw»/“ﬂﬂ%.ﬁmw — 7 7 — e
— ey <X E T T T e e - e 7 - e
— ey R I RS Ty - e - e
——— ‘-—>-—>~—>-—>-—>-—>~—>-—>./\"./L%.’> e e
—— ,-—>-—>'—>-—>-—>-—>'—>-—> — e o o s
— o e o e e o e e — R QNN
— LS ST S [ ——— = e e o o
— > o> e e > e e —_————s — ey ey 7 >
— i Iy A NI ey il
e TeRG o o o e e \,-\)\»\) — ey e
T T T T T ol N ey s = e e it
A e A A A AN ISV \CORP G Y N S gy S — s oy —r —>
B ik = = e s U U — o — — —
(a) Dielektrische Kugel im Vakuum (b) Hohlkugel im Dielektrikum

Abb. 2.12 Elektrisches Feld inner- und auferhalb zweier Kugeln

Die Orientierung von p ergibt sich durch néhere Betrachtung des Dipolterms in ®;: T% cosV = & L

(vgl. Abschn. 2.5.1)

R
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2.7 Elektrizitat auf Leitern

Im Innern von Leitern ist Ei =0, da sonst die Ladungen verschoben wiirden. Das Potenzial

im Leiter ist demnach konstant,

O(7) = d; = const | .

Im AuRenbereich ist das Potenzial durch die Losung der Poisson’} Gleichung bestimmt,

AQ(7) = —4mo(7)| (0= 01+ 0p)

oder mit der Dichte frei beweglicher Ladungen g

v [8(?)@@(?)] = —4moe(7) | .

An der Leiteroberfliache ist F,(7) = 0, da die Feldstarke im Innern des Leiters verschwin-
det. Auf der Oberfliche werden Ladungen influenziert: die Oberflichenladungsdichte ist
o (7). Die Ladungen sind iiber eine Schichtdicke { verschmiert. Integration iiber ein Ober-

flichenelement ergibt
[ dAE, () = 4mq = 47 / dA (7).

= Feldstarke an der duBeren Oberflache:

E,(7) = 4w (7)R

0o

B -iV® = 470 (7)| Neumann’sche Randbedingung.
n

Die Ladungsdichte o an der Oberfliache setzt sich dabei zusammen aus dem frei beweg-
lichen Anteil oy auf der Leiteroberfliche, und der Polarisationsladungsdichte o, auf dem
Dielektrikum,

o(7) = o¢(F) + 0, (F) | mit D, (F) = dmoy(F)i,

und mit 47o; = 11D, = enE, = 4w (o + o) folgt

P

1
op=¢e(og+0,) oder |o,= (— — 1) o¢| Polarisations-Ladungsdichte.
€

Demnach verschwindet die Polarisationsladungsdichte auf Leitern an der Oberfldche im

e—1
Vakuum, |0, — 0.

20Siméon Denis Poisson (%1781 Pithiviers, +1840 Paris), franzosischer Physiker und Mathematiker.
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2.8 Kapazitat und Kugelkondensator

Prinzip:
o Leiter, eingebettet im Vakuum oder in Dielektrika

+ Keine frei beweglichen Ladungsdichten aufserhalb der Leiter, o; = 0; frei bewegliche

Ladungen auf den Leitern

Ein Kugelkondensator besteht aus zwei konzentrischen leitenden Kugeln mit R; < R,

mit den zugehorigen Ladungen ¢y, gy, (Abb. 2.13)

» Abb. 2.13 Kugelkondensator

q2

Das Potenzial wird im Aufenraum ®(r) = 422 (r > R,) und zwischen den Kugeln
O(r) o« & (Ry <r < Ry). Bei R = Ry muss das Potenzial stetig sein,

QG G it
O(r)y=—-—+——, R/ <r<R,.
(r) er  eR, R, ! 2

Im Innenraum ist das Potenzial konstant, da das E-Feld verschwindet,

Q1 Q1 g1+ 4>
P = - + <R,.
= r "m TR TS

Daraus folgen die Ladungen als Funktion der Potenziale &, = ®(R;), i =1,2:
eR| R,

= o, -
0 R2_R1( 1 - ®)
eRR
QQ:R2iRQl(<D2—(I)1)+R2(I)2-

Der Zusammenhang zwischen Ladung und Potenzial wird durch die Kapazitéitskoeffizien-

ten C;; gegeben, . C;;®, = g;.
J

Fiir ein neutrales System mit ¢ = ¢; = —¢, ldsst sich ¢ durch die Potenzialdifferenz

ausdriicken,

q=C(®, - D,)| mit der Kapazitit C,
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oder |C' = % mit der Spannung U.

Die Dimension ist im Gauf-System

- edug] (@[] e
[€]= [Spannung]  [E][r] dyn = cm = [Lénge]

im SI: Cy; = 4me(Cq; [C] = Farad, F; Picofarad in praktischen Anwendungen.

Beim geerdeten Kugelkondensator mit &, = 0 wird

b, - ql(i_i) L | Sl
R, R, R,- R,

Wegen C o< ¢ ldsst sich die Kapazitat durch ein Dielektrikum mit grokem e wesentlich

erhohen.

Ein Plattenkondensator (Abb. 2.14) besteht aus Platten der Fliache A im Abstand d
mit Ladung q. Bs gilt VD = 4wg; = [ d*rVD =47 [ d®ro; = 4nge = [ dA D(7), so dass die
A

frei beweglichen Ladungen ¢; einen Fluss D - A = 4wq; erzeugen.

d A Abb. 2.14 Plattenkondensator

= Die Potenzialdifferenz zwischen den Platten ist ¢ = g d= 467;5 s

ar cA
=|(C===

d 4drd|’

—~

C o< eA/d | folgt auch fiir den Kugelkondensator mit R, = R, +d, d = const, R; — c0.)

2.9 Feldenergie in Materie

Mit der Maxwell-Gleichung in Materie

%D(F) = 47 0(7)

wird die Feldenergie

[ &rof(F)D(F) = f & [V D(7)](7) .
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Wegen (VD)® = V(D®) - DVP ergibt dann die Anwendung des Gauf’schen Satzes

1 + = 1 L=
U=— f dA D(F)D(F) - — / &r D(7) VO(7) .
8T 8T
=—E(7)
Sind alle Ladungen g; in einer Kugel vom Radius R eingeschlossen, gilt fiir R — oo (Beitrag

der Ladungsdichte ¢ zum Potenzial )

1 1 - 1
<I)0<}—%; Docﬁ; [dADCIMXE»O,

und die elektrostatische Energie in Materie wird

U:i[dSTD(f)E(f) |
8

Im Vakuum mit e =1, D= E geht das in den bekannten Ausdruck tiber,
1 o
vV = — [ dr B )
8

Die Kraft auf dielektrische Korper im E-Feld wird fiir einen Dipol

F=(p-V)E|.

Das Dipolmoment p folgt durch Integration der Dipolmomentdichte (Polarisation) P iiber
op )

das Volumen (wegen P = =5,

ﬁ:[dgr?(f).
J

Sofern das E-Feld im Volumen V konstant ist, wird das mit p = x E = %E

p=——VE|,

und man erhélt fiir die Kraft mit i. Allg. 7—abhéngigem E(7) sowie den Regeln der Vek-
toranalysis:

o =oe—-1 oo o Lo o oe-1_ o

F=(p-vV)E=——V [E(r) . V] E(7) = ——VVE*(7),

A7 8T

wobei als Folge der Anwendung der Produktregel ein zusétzlicher Faktor % auftaucht.
Genauer (zur Notation siche Abschn. 4.2):

E X (6 X E) = Ei€ijk€jlmalEm = EzalEm((Smﬁlk - 6l25mk)

—
=0 Elektrostatik

= F'9,F, - E'0,E, = E'VE, - (E-V)E

1. - L -
=5V(EY) - (E-V)E,
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wobei 1V(E?) = LV(E,E") = {(E,VE' + E'VE;) = E'VE; verwendet wurde.

)

Beispiel: Dielektrischer Korper im Coulomb-Feld,

Der Korper wird in das elektrische Feld hineingezogen mit £ o ;—Z;, so dass die Energie

minimiert wird.

2.10 Bildladungen

Die Methode der Bild- oder Spiegelladungen verwendet man, wenn Punktladungen
zusammen mit Leitern betrachtet werden, die — durch Erdung (® = 0) oder eine Span-

nungsquelle — auf konstantem Potenzial gehalten werden.

Das Potenzial soll in dem Raumgebiet berechnet werden, das nicht vom Leiter belegt
ist. Zur Losung fiihrt man eine (fiktive) Bildladung auferhalb des Gebietes ein, in dem

das Potenzial berechnet werden soll, und simuliert so die Randbedingungen.
Beispiel

Ein Halbraum ist durch einen Leiter mit ® = 0 gefiillt. Im leeren Halbraum ist eine Punkt-

ladung +¢ (Abb. 2.15); man berechne das Potenzial im Halbraum mit der Punktladung.

)
Leiter
Bildladung Punktladung
N
—Oq +.q x Abb. 2.15 Methode der Spiegelladungen
% i=(a,0,0)
®=0 d =7

Die Punktladung wird am Leiterrand gespiegelt; die Bildladung hat das umgekehrte Vor-

zeichen. Fiir das (mit Bildladung symmetrische) Potenzial machen wir den Ansatz

. q q
O(7) = S
(7) 7—al |7+l
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Auf dem Leiterrand 7, = (0, v, z,,) muss das Potenzial verschwinden:

B(i,) 20; D) = —b— - — =0

Py —d| [Py +d|

|(—CZ, Y ZW)| = |(a7 Yw) ZW)|

Wegen | — a| = |a| = a ist dies stets erfiillt, der Potenzialansatz also gerechtfertigt.

= E-Feld:

>E|daL7, = E,=0 < E,=FE,=0 auf dem Rand.

Mit |7, —d| = \/a? + 42 + 22 =\/a® + 2 folgt

B(ry) = -2—1 | o g B0 B

qa
(Va> +12)’ o o am(Ja )|

Integration iiber die Leiterflache ergibt die Bildladung:

1

oo 27 oo
i qa 1 . 1
fdAa=——fdrwrwfdgo—=—q (mlt [drwrw—z_)‘
270 J (v/a®+72)3 J (\Va*+r2)3 a

2.11 Green’scher Satz und Green’sche Funktion

Zur Losung von Randwertproblemen — inshbesondere bei Metallen — benutzen wir den
Green’schen]’| Satz und die Green’sche Funktion [4].

Beispiel

Fiir eine geschlossene metallische Oberfliche im Volumen V' soll das Potenzial im umge-
benden Raum unter bestimmten Randbedingungen durch Loésen der Poisson-Gleichung

berechnet werden,

AD(7) = —4mo(7) | .

2!George Green (%1793 Sneinton, +1841 Nottingham), britischer Miiller, Mathematiker und Physiker.
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Fiir die Losung gibt es zwei mogliche Randbedingungen (Abb. 2.16):

(1) Dirichlet’sche Randbedingung [} Das Potenzial ist auf der Oberfliche A vor-
gegeben, ®(7) = &, auf A (insbesondere &, = 0);

(2) Neumann’sche Randbedingung [} Die Flichenladung ist auf der Oberfliche
vorgegeben, 92 = —4no(F) auf A mit 22 =7i- V.

—

n,

Abb. 2.16 Randbedingungen beim Losen der Poissongleichung

Randflache A

Eine partielle Losung der Poisson-Gleichung im Volumen V' ist

o0 - [ iy

dazu kommt die Losung der homogenen Gleichung (Laplace-Gleichung). Damit lassen

sich die Randbedingungen (1) oder (2) erfiillen.
Die Eindeutigkeit der Losung lasst sich mithilfe der Green’schen Identitét zeigen.

Seien zwei Potenziale @, (7), ®,(7) gegeben. Es ist

V[@1(F)VPo(7)] = @1 (F)ADy(F) + [V (7) [V, (7)
—_—————
=a(7)
Mit dem Satz von Gauk, § dAd(7) = [ d®r Va(7) folgt die sogenannte erste Green’sche
A v
Identitat,

N—— —
symmetrisch in ®,,®,

o o -
y§dAcI>1b :55 dA ©,9D, - fd3r[<D1A@2+(V<I>1)V<I>2] .
a ——
A A dA |4

Vertausche &, < &, und subtrahiere die Gleichungen = der symmetrische Term fallt

weg, es ergibt sich der Green’sche Satz:

fdA[@la% aq)l] [d3 [D,AD, - D,AD, ]| .
TL

#Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805 Diiren, +1859 Gottingen), deutscher Mathematiker.
2 Carl Gottfried Neumann (%1832 Konigsberg, 11925 Leipzig), deutscher Mathematiker.
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Eindeutigkeit der Losung

Annahme: 3 zwei Losungen <i>1, sz mit U = QA>2 - Cﬁl # 0. Dann gilt:
(i) U erfillt die Laplace-Gleichung AU = 0.
(ii) Auf dem Rand ist U(#) = 0 fiir RB(1) oder 6%—?) =0 fiir RB(2).

Da die erste Green’sche Identitét fiir allgemeine Potenziale gilt, muss sie auch fiir den Fall
®, = U = &, gelten. Wegen (i) und (ii) ergibt sich

O:ZﬁdA U(F)—agff) =Vfd3r [VU(@#)]?],

d.h. VU(#) = 0 und damit U(7) = const in V.

= &, und ®, unterscheiden sich nur um eine (physikalisch unbedeutende) Konstante.
(Im Falle von RB(1) folgt aus U(7)|4 = 0 sogar direkt const =0 = &, = ,.)

Randbedingungen mit Green’scher Funktion

In der Poisson-Gleichung mit einer Einheitspunktladung am Ort 7 ist die Green’sche
Funktion G(7,7") definiert durch

AG(F ) = -47s(F - )| .

Die Green’sche Funktion ist symmetrisch:

G(7,7) =G, 7)|.

Beweis mit dem Green’schen Satz fiir
¢, =G(r, "), Dy=G(, 7).
Das Oberflachenintegral ist Null wegen der Randbedingungen und dadurch
0- fd%" [@,Ad, - D, AD,]
= —47 f dr"G(F, 7)o (7 — ") + 4n [ cr" G, 76 (F - 7)
=—A4n [G(F, ™) -G, 7)] = GF 1) =G@U", 7).
Bei Translationsinvarianz gilt ferner

G(7,) = G(|r = 7))
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Mit Green’schen Funktionen lassen sich die beiden Randbedingungen formulieren als:

(1) Gp(7,7") =0 fiir 7' € A (denn das Potenzial soll dort Null sein),

(2) W —4% fir 7 € A (Normalenvektor zeigt aus der Fliache heraus).
n

Im Fall (1) wenden wir mit ®; = &, &, = G den Green’schen Satz an:

f i o250 Gy 5%
on
=0

fd3 () ARG (7, 7) = Gp(7, 7 ) Ap®(7)]
- And(F) - f &' G (7, 7) [~4mo(7)],

so dass sich das Potenzial ®(7) mithilfe der Green’schen Funktion (welche die Randbe-

dingungen berticksichtigt) berechnen lésst als

B(7) = fd3 G, F’)g(r’)——fdA’@(*’)aGD(r ™)

Fiir die Neumann’sche Randbedingung (2) gilt analog zu (1) nach Anwendung des

Green’schen Satzes

fd?’r G (7, 7)o(F) + —jgdA’GN ; *’)a@(F') jzgdA’ 2()

Der Normalenvektor 7’ zeigt in das Metall hinein, auf der Oberflache ist

a<1>(

=/
)| req = 4mo (positives Vorzeichen).

Wird die Flache A sehr grofs (A — o0), entfiillt der dritte Term des Potenzials bei Neu-
mann’scher Randbedingung wegen 1/A — 0:

8<I>(r’)

/d3T Gy (7, f’)g(r’)+—j§dA’GN rT)
= [ @GN + f A Gy (o)

Auch im Neumann’schen Fall ldsst sich das Potenzial also explizit berechnen.
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Anmerkung: Mit dem Satz von Gaufs ist

= f & Ay (7, 7) = 515 dA" 4Gy (7)) = y§ gar N T) aGN(T r)

Gy

#(0 auf dem Rand,
on'

d.h. die Annahme G (7,7") =0 A BGg—S,’,F') = 0 auf dem Rand fiihrt zu einem Widerspruch:
Bei willkiirlich vorgegebenen Werten von ¢ und g—i’ (Cauchy’sches Randwertproblem)
hat die Poisson-Gleichung keine Losung bei geschlossener Fliche. (Offene Fléche siehe
Sommerfeld, [5]).
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3 Magnetostatik

In der Magnetostatik untersuchen wir magnetische Phénomene, die durch zeitlich kon-

stante Strome entstehen: Die Magnetfelder sind stationar, B =0, sowie D =0, vj =0.

Die Maxwell-Gleichungen werden

mit j = }q Ladungsstrom, da der Verschiebungsstrom wegen D = 0 verschwindet: Der
Ladungsstrom induziert das Magnetfeld. Das Magnetfeld ist quellfrei: 3 magnetische Mo-

nopole.

Im Vakuum mit =1, H = B wird

¥
VXB=—7Tj .
c

= Das Magnetfeld hat nur dort eine Rotation, wo die Ladungsstromdichte nicht verschwin-
det: AuRerhalb von Leitern ist V x B = 0, so dass dort B, ., = V®,, d.h. Gradient
eines skalaren Potenzials ist; im Leiter gilt dies nicht, so dass eine andere Formulierung

des Potenzials notwendig ist: ein Vektorpotenzial.

Das Magnetfeld ldsst sich als Rotation eines Vektorfeldes A schreiben, da die Diver-

genz einer Rotation verschwindet,

(B=¥xA|, da¥B=v(VxA)=0.

Ferner konnen wir ersetzen A » A’ = A + V1) mit einem skalaren Feld 1, ohne dass sich

das Magnetfeld andert: Spezialfall einer Eichtransformation, s. Abschn. 3.4.

Die Quellfreiheit des Magnetfeldes wird in integraler Form mit dem Gaufs’schen Satz,
f VB(F)dr = 95 dfB(F) = 0
% F

d. h., es gehen genauso viele magnetische Feldlinien durch die Fliache F', die ein Volumen

V' umschliefst, heraus wie herein: Feldlinien beginnen oder enden nicht im Raum.
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3.1 Ampére’sches Gesetz

Das Ampeére’sche Gesetz [I] folgt aus der Maxwell-Gleichung durch Flachenintegrati-

on

/df@><§ (7) 47defj(r)——”1
F

und mit dem Stokes’schen Satz als

Das Gesetz héitte auch nach Orsted benannt werden kénnen, der 1820 die magnetische

Wirkung des elektrischen Stromes als Erster entdeckte.

J= jq, Laglungsstrom

~0f

Abb. 3.1 Zum Ampeére’schen Gesetz

Das Linienintegral der magnetischen Induktion iiber eine geschlossene Kurve ist gleich
dem 4 /c-fachen des Stromes durch die Kurve; es gilt die Rechtsschraubenregel (Abb. 3.1).
Beachte: Die Stromdichte j(7) ist vektoriell und hat eine Richtung, die Stromstirke I =
[ dfj(7) ist skalar.

3.2 Magnetischer Kraftfluss

Der Kraftfluss ¥™ durch eine Flache F ist

= [dFB@))|.
F

Er hidngt nur vom Rand OF der Fliche ab, nicht von der Fliache selbst.

Beweis: Seien F), F, zwei Flidchen mit gleichem Rand 0F (Abb. 3.2). Bilde die Differenz

des Flusses

~vy = [ dfB() - [de<r> § aiBe >Ga“ﬁ[d3 YB() M0

F=F,UF,
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(F; und F; sind in die gleiche Richtung orientiert, bei Addition Vorzeichen dndern.)

Abb. 3.2 Der magnetische Kraftfluss durch eine Fla-
che F héngt nur vom Rand der Fliache 0F ab

3.3 Biot-Savart’sches Gesetz

Dieses ermoglicht die Berechnung des magnetischen Feldes einer Stromverteilung. Es folgt

aus der Maxwell-Gleichung fiir die Magnetostatik

durch Bildung der Rotation:

4 -
&

7% B() = 7 (7)

AB(F) = —4—7T§ x (7).

Diese Gleichung hat die Losung:

B(7)

fd3 A ~ 'XE(F’) [67-;156’] )

1 -, - - 1
fdgr'ﬁv' xj(f’) + fdgrl v/ S
J |7 — 7| J |7 — 7|

au r AT 1 Voo
ot af < 0 [ 1)

1 - 1 -
S /di”r’(v’—* — ) x 7 (),
c |7 — 7]

) 3
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und mit
s 1 = -1/2
V'|f 7 =V’ [(x —2' )+ (y-y)?+ (2 - z’)2]
1 z—a I
A e ) |-
-7
l4
z—z

folgt das Biot?*| Savart’sche?®| Gesetz:

o1 -7 L.
B)= [ @i i)

Cc

Ist die Ausdehnung des Leiters senkrecht zur Stromrichtung vernachléssigbar klein (Abb. 3.3),

so wird
dPr'j (7)) 2 df'dl'j(7)é = 1d7
o I -7
B(#) =~ dr'| .
=| B0 =0 | o
/ é
dl
Abb. 3.3 Leiter mit dl-é = dr
df

Beispiel: Berechne das B-Feld in der Mittelachse (z-Achse) eines Kreisstromes (Abb. 3.4).

z

Abb. 3.4 Magnetfeld in der z—Achse eines Kreisstro-

mes

4 Jean-Baptiste Biot (x1774 Paris, 11862 Paris), franzosischer Physiker und Mathematiker.
ZFelix Savart (x1791 Charleville-Méziéres, 11841 Paris), franzosischer Arzt und Physiker.
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Esist #=z-é,, 7" = (Rcosg, Rsinp, z') und dr = (~Rsin g, Rcosp,0)dy
~—— Y——

/ ’

T Y

= (7' = 7) x di’ = [R(z - 2" cosp, R(z - 2") sin g, R2] de

|f— 77,| = |RCOSQOa RSiIl(,D7Z - Z/| = [R2 + (Z B Z,)2]1/2

dz'2m1 R?
R*+(2-2)%]

52 €|

- “(f):é(o,o,z)zfc[

Durch Integration folgt daraus das Feld im Innern einer Spule der Lénge [ (Abb. 3.5) mit
N Windungen,

+1/2

-

. Ndz' 2rIR? - €,
B(o,o,z):f : 2 e
i C[R +(z—z)]
l l
_2wIN z

5 — 5+ 2
é, 2 + 2
el VR + (-1 R+ (24 1)

-

b€ e e e e =
o
=i

Abb. 3.5 Spule der Lange [

Fiir eine sehr lange Spule mit [ > R folgt im Innenbereich (|2 <« §) mit [...] = Z—;+Z—§ =2,

4mIN
é

B(()?O?Z): l z| "
C

Aufserhalb der Spule ist die magnetische Induktion klein gegen diesen Wert, denn fiir
einen geschlossenen Weg, der den Spulenrand einschliefst, liefert das Ampére’sche Gesetz

fiir das Integral der Induktion
_ 4
fde(f) N,
c

Dies entspricht ndherungsweise dem Wert im Innern der Spule, der Wert im Auftenbereich
muss also klein sein (Abb. 3.5).
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3.4 Vektorpotenzial

In der Elektrostatik lidsst das elektrische Feld sich aufgrund seiner Rotationsfreiheit

(V x E = 0) als Gradient eines skalaren Potenzials darstellen,
E(7) = -V®(F), denn Vx(VP)=0.

In der Magnetostatik gilt das analog nur auRerhalb von Leitern, denn dort ist V x B = 0.
Die magnetische Induktion ldsst sich jedoch wegen VB = 0 stets als Rotation eines vekto-

riellen Potenzials A(7) darstellen,

B(7) =V x A(F) | .

Ein expliziter Ausdruck fiir das Vektorpotenzial ldsst sich aus dem Biot-Savart’schen Ge-

setz herleiten,

Nl
~
=i
p—
|
| —
QL
w
<
~~
ﬂ\
N—’

wegen V- (V x A) =0 ist VB = 0 erfiillt.

Dieses Vektorpotenzial ist divergenzfrei:
L 1 .1 - 1 ., 1 -
VA_'Z—/dS/ ‘—»/:__de/ / =

c
\%4 \%

1 1 .
—ie [ V() =0 da () =0
C

-7
Die letzte Gleichheit folgt aus

[ 5 , 1 - |
deT’V, z(r_),, _ [ddr/ — V,](F,) + [dST,j(F,)V, —
|7 — 7| y |7 — 7| J |7 — 7]

|4

o<1/r—0 fiir V—-oo
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= |VA(#) =0 Coulomb-Eichung| .

Das Vektorpotenzial A(7) ist in der Elektrodynamik (klassisch) nicht direkt messbar;
Messgrofe ist die Kraft, die durch die magnetische Induktion bestimmt wird. (Beachte den

Unterschied zur Quantenmechanik: Dort ist das Vektorpotenzial bei festgelegter Eichung
via Aharonov-Bohm-Effekt [2] messbar).

Eichtransformation

Wie eingangs dargestellt, lasst sich das Vektorpotenzial A(F) umeichen, ohne das Ma-
gnetfeld B(7) = V x A(7) zu verdndern:

A(F) - A'(F) = A(F) + Vip(7)

mit einer beliebigen, zweifach differenzierbaren skalaren Funktion v (#), denn V x V() = 0.
Die Rotation des Magnetfeldes ist
Vx B=Vx[VxAF)]=V[VAF)]-AA®F) = —J().

Mit der Eichfreiheit von A(7) kénnen wir die Divergenz des Vektorpotenzials festle-
gen. In der Magnetostatik mit ¥ f(7) = 0 ergab sich die Coulomb-Eichung VA(7) = 0,
so dass folgt
P dm-
MAE) = -Ti)

analog zur Poisson-Gleichung in der Elektrostatik. Die dort gemachten Aussagen zur Ein-

deutigkeit des Potenzials ® gelten analog fiir das Vektorpotenzial A, mit VA = 0.

In der vollen (zeitabhéngigen) Elektrodynamik ist der Strom jedoch nicht divergenzfrei:
Es gilt die Kontinuitatsgleichung % +VJ = 0. Die Eichfreiheit der elektrodynamischen

Potenziale wird dort beispielsweise in der sogenannten Lorenﬂ-Eichung ausgenutzt:

.10
Z—P = K=
VA+ -2 @=0], (<9,4"=0)

sie ist z. B. bei der Berechnung elektromagnetischer Wellen vorteilhaft.

?6Tudvig Valentin Lorenz (x1829 Helsinggr, +1891 Frederiksberg), déinischer Physiker.
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3.5 Multipolentwicklung und magnetisches Moment

Eine lokalisierte Stromverteilung mit Stromdichte j(7) (Abb. 3.6) erzeuge ein Vektorpo-

tenzial A(7) mit den Komponenten

[Jz(f')d?’ '
|7 =7 |

Fiir |7] > || — mit einem Punkt 7 weit auferhalb von V' - gilt in erster Ordnung die

Abb. 3.6 Stromverteilung erzeugt Vektorpotenzial

Entwicklung
1 1 1 -7 .
— = & — 1 +-—5 | analog zur Elektrostatik.
e VI s Y — |7
magnetischer Monopol = “~——
Dipol

Dort war der Dipol (I =1)

[d3T,Q(T,)Pl(COSQ)( ) illfdg ' (#’)TTCOSQ [d3r'Q(f')| P

1% \%4 14

—'l

Analog wird der magnetische Dipolterm der Entwicklung des Vektorpotenzials

ADipol( /d3r’ (Q,)(r ')

[7l?

fallt also auch mit 1/r* ab. Auch die héheren Terme der magnetischen Multipolentwick-
lung verhalten sich analog zum elektrostatischen Fall (Quadrupol, Oktupol; der Monopol
verschwindet, = f d3r'j;,(7") = 0).

Zum Verschwinden des magnetischen Monopolterms:

Beh.: Fiir Vj = 0 verschwindet fiir beliebige nichtsingulire Funktionen f(7), ¢(7) das
Integral

1= [ [$599+9-594]= [ (7%~ 1900-7)]
\4 \4
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Beweis: Differenziere partiell im zweiten Term; die Randterme verschwinden bei lokali-

siertem j (7°)

V(g-j)=7Vg+gVj=jVg wegen Vj=0

=]= fd?’r-f[jﬁg—jﬁg]

Fir f=1,g =, wird das Integral I

=0.

I= fd3 (]k—l‘) /d?’rjz(r) 0

= der Monopol verschwindet,

1
d3 e =0.
. () =0
Y

Das magnetische Moment m der Stromverteilung E(F) ist definiert als

m = ;Cfd?"[r x j (7 )]

Durch mathematische Umformungen des Dipolanteils der Multipolentwicklung von 121(77)

lasst sich zeigen, dass gilt

—

mx7r
3

ADipol (7—;) _

Die entsprechende Dipolndherung des Magnetfeldes ist

Es ist

T6 r

N 0\, 730, — x,3r*%
— v _] =( ; )_] — ; () J T — ;
(m )7“3 m o5 ) 7 m 5 m

Damit wird das magnetische Dipolfeld

(7Y (VR -F(vrd) 3
v 73 = :—3

B(7) =

wobei m am Koordinatenursprung 7 = 0 gemessen wird.
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Fiir diskrete Ladungen ¢;(7;) mit Geschwindigkeiten 7;,

N
j(f) = Z q@'@z‘fs(?j - Fi)
i=1

wird das magnetische Moment

N g Noog -
fn:2 fd3r’[7“xgqlvz§(r -7) = E —(7; xf)i):g 5 — L,
C B

—

mit den Massen m,; (Impulsen m;9;) und Drehimpulsen L; = 7;xp,. Fiir N gleiche Ladungen
¢; = q und m,; = m folgt
q

i =——~-1~L
2mc

als Zusammenhang zwischen magnetischem Moment und Drehimpuls.
Beachte: Dieser Zusammenhang gilt fiir klassische Bahndrehimpulse L.

Fiir quantenmechanisch beschreibbare Teilchen mit einem Eigendrehimpuls S (Spin)
gilt mg = 5—-g- S (Nachweis nur mit neutralen Atomen wie *"Ag/5s Elektron moglich,
da bei geladenen Teilchen die Lorentz-Kraft tiberwiegt) mit dem Landé-Faktor g, = 2,
der sich im Rahmen der Dirac-Theorie [3] berechnen ldsst. In der Quantenelektrodynamik
[, 5] werden Korrekturen g = 2(1 + 3= +...) abgeleitet, die sehr gut mit dem Experiment
iibereinstimmen. Fiir das Elektron ergibt sich beispielsweise g, = 2.002319... .

3.6 Magnetisierung von Medien

In Medien konnen die Molekiile als Folge molekularer Strome innere magnetische Momente
n(7;) tragen, die - zusitzlich zum Beitrag aus der Stromdichte — das Vektorpotenzial A(7)

beeinflussen:
R 1 W™ Nomx (F-7
A(f):zfd3r'%+zw

v T |

7~

(Beitrag des Mediums in Dipolnéherung s. Abschn. 3.5).

Analog zur Polarisation P(7) in der Elektrostatik bei Anlegen des E-Feldes definieren wir

die Magnetisierung M (7) als mittlere Dichte des magnetischen Moments 7,
2 n(7;)

M) =
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und nach einer Mittelung iiber die m(7;) fiir den Ubergang zu kontinuierlichen Medien

wird das Vektorpotenzial

—

- fdg,m') yE TR
|7 — 7| ’

|7 7"|3

Analog zur Polarisationsladungsdichte o, in der Elektrostatik (mit o = o; + 0,,) entspricht

der Magnetisierung M (7) ein Magnetisierungsstrom

jM(F) = ¢V x M(f)

und das Vektorpotenzial wird

Ay =2 [LE T M)
C
Vv

7
Bildet man
Vx(VxA)=V(VA)-AA=-AA
~— —
=B =0

in Coulomb-Eichung
folgt mit der Gleichung fiir AA von Abschn. 3.4 (analog zur Poisson-Gleichung)
_ - - 47T = - .y N y ’ 47T -, - N
Vx B =-AA= = [ [ + )]G =) = = [§) + ()]
%

d. h., im magnetisierbaren Medium wird der Gesamtstrom einschliefslich des Magneti-

sierungsstromes j,,; die Quelle des B—Feldes.

In den Maxwell-Gleichungen (Abschn. 1.5) ist die Rotation von H allein durch Ladungs-

und Verschiebungsstrome bestimmt,
im statischen Fall mit D =0, = jq:

d.h., der Magnetisierungsstrom spielt hier keine Rolle. Mit der Beziehung zwischen V x B

und j,, wird
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analog zum elektrostatischen Resultat E = D-4xP. Mit der Permeabilitiit 4 ist B= ,u[j[
(s. Abschn. 1.3), und die magnetische Suszeptibilitit x,, wird eingefiihrt als

M=xy,-H| = |B=H+4wy,), p=1+4mwy,| -

Es ist fiir
e Diamagnetika: pu <1, x, <0

« Paramagnetika: p1> 1, x5 > 0; Xy = Xyu(T') o< & (Curie’sches Gesetz fiir die Tempe-
raturabhéngigkeit).

o Ferromagnetika: p > 1, x ~ £=.

In Diamagnetika erzeugen auftere Felder Strome, die erzeugte Magnetisierung schwacht

das Feld, M 1, H. In Paramagnetika haben die Molekiile ein magnetisches Moment =
M verstirkt das Feld.

Grenzflachen: Bedingungen an B und H

Analog zum elektrostatischen Fall bei VD = 0 gilt fiir die Normalkomponente von B
an Crenzflichen (Abb. 3.7) wegen VB = 0 stets

‘Bln_BZn:O :

= Die Normalkomponente der magnetischen Induktion ist stetig an Grenzflachen.

N
N

1251

Ah

H Abb. 3.7 Grenzfliche zwischen Magnetika

~_

Fiir die Tangentialkomponente von H (Abb. 3.8) gilt mit

. = 4m.
Vtz—Wj
c

und dem Flichenintegral [(V x H)df = [ Hdf == [ jdf =],
F OF F
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= Die Tangentialkomponente von H springt an der Grenzfliche um den Betrag der Ober-

flachenstrome I,

47
Hlt - H2t = ?Is :

Hq
Abb. 3.8 Tangentialkomponente an der Grenzflache

dr

Beachte: In Supraleitern gibt es stets Oberflachenstréome mit endlicher Eindringtiefe

= H,, #+ H,, flir Supraleiter.
In Leitern kann [/, = 0 sein, so dass H;, = Hy, stetig an der Grenzfliche wird.

Die Normalkomponente von H ist fiir yu, # jio unstetig, Hy, = (fia/jt;)Hoy.

3.7 Energie und Kraft im magnetischen Feld

Analog zur Elektrostatik [dort U= /[ d*rD(F)E (F)] ist die magnetostatische Ener-

gie in Materie

N ]
Um:—fd5rB(F) )|, B=uf.
8w

Fiir die Kraftdichte der LorentZ> FKraft findet man empirisch

f=Q(E+BXB)=QE+ZXB )
c c

Da ? « 1ist die magnetische Kraft i. Allg. klein gegen die elektrische. Das Volumenintegral
ergibt die magnetische Kraft

F’m:%fd%[}(f)xé(f)] .

Fiir eine geschlossene diinne Leiterschleife mit Stromstérke I wird das

P, = £[ [dF x B(7)].

Cc

?"Hendrik Antoon Lorentz (1853 Arnhem, +1928 Haarlem), niederlindischer Mathematiker und Physi-
ker.
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Die Kraft eines Stromkreises (1) auf einen Stromkreis (2) ist
1 3 (= D (= 1 3 3,07 (=27 (2] o 1
-~ [ @@ < B = 5 [ dr [ & [ RE]S—.
c c |7 — 7|
Herleitung von Fj:

=2 [ @50 < Bi()
C

1 - L1 .
-5 [ [0 (9520
c 2 |7 — 7|

—_—
b

mit @ x (bx &) = (a¢)b— (ab)é
L1 e ]
= F2=—2fd3r/d3r’[]1(r )jQ(T)]Vm
1 1
- [ [ | (V== i) [7).
c |7 — 7|
und mit Anwendung des Gauk’schen Satzes folgt wegen des verschwindenden Fléchenin-
-1
/ dr|vV—
-7
n 1 3 3.7 (=27 (=]
= B= [ dr [ [5G 50)8

tegrals

) - [T 0. wesen T -0

-7
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4 Spezielle Relativitatstheorie

4.1 Einfiihrung und Lorentz-Transformation

» Die Elektrodynamik ist das erste Beispiel einer klassischen Feldtheorie, in der New-
tons Konzept der instantanen Fernwirkung aufgegeben wird: Die Kréfte breiten sich
mit endlicher Geschwindigkeit — der Lichtgeschwindigkeit — aus, die Elektrodynamik

ist eine Nahwirkungstheorie.

» Das Prinzip von der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit ¢ hat A. Einstein 1905
seiner speziellen Relativitédtstheorie zugrunde gelegt, in der Arbeit Zur Elektrodyna-

mik bewegter Korper [1].

e Damit die Lichtgeschwindigkeit fiir alle Beobachter gleich ist, muss die klassische
Vorstellung der Verkniipfung von Raum- und Zeitkoordinaten in der Galilei-Transformation

durch die Lorentz-Transformation ersetzt werden.

e Nur die Gleichungen der Newton’schen Mechanik sind invariant bei Galilei-Transformation,
insbesondere

t'=t, 2'=x, y=vy, 2 =z-ut,

die Maxwell-Gleichungen sind das nicht, denn das Licht miisste sich in einem be-
wegten Inertialsystem mit einer Geschwindigkeit ausbreiten, die von der Richtung

abhangt.

e Der Widerspruch zwischen klassischer Mechanik und Elektrodynamik wird aufge-
hoben, wenn wir die Galilei-Transformation durch die Lorentz-Transformation
ersetzen: Sie vermittelt zwischen zwei Systemen (Z,t) und (Z',t"), die sich relativ

zueinander mit konstanter Geschwindigkeit entlang ihrer gemeinsamen Achse (z. B.
z = x3-Achse) bewegen (Abb. 4.1).

1 / 1

r=x =z
vt
Abb. 4.1 Relativbewegung zweier
Inertialsysteme
z =2,
Z/ — 13
2 / 2
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Mathematisch beschreiben wir einen solchen Lorentz-Boost in z-Richtung durch

die in Abschn. 4.3 genauer diskutierte Transformationsmatrix A(3)

(o)

mit der Geschwindigkeit in Einheiten der Lichtgeschwindigkeit 5 = v/c,

v 00 By
0 10 0
A(B) = ,
(%) 0 01 0
=By 0.0 v

und dem Lorentz-Faktor
1 1 10?2 30t

= = ~1
VR 1o

+ Die Transformation der Zeit (Relativitéit der Zeit, Abhéngigkeit vom Bezugssystem)

+——=+——4+..21.
2¢2 8¢t

ist beriicksichtigt.

+ Die Maxwell-Gleichungen sind invariant gegeniiber Lorentz-Transformation (LT).

Im Fall nur einer Raumdimension und eines Lorentz-Boosts in Richtung x wird die

Lorentz-Transformation

) _ 1 -p ct’ W ct
A (6)—7(_5 1), (x,)—A (5)(;(;)'

Aus der LT folgen charakteristische (messbare) Eigenschaften der Minkowski-Welt, ins-

besondere die Zeitdilatation.

Haben zwei Ereignisse am Ort Z = (0,0,0) im ungestrichenen System S den Zeitabstand

Y,

0

o O O

x
0
ol

0 0
so werden sie im gestrichenen System S’ bei Anwendung der LT mit A(f3) zu
vz
0
0

—pyx

S’

o O O O

0
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= Der zeitliche Abstand im gestrichenen System ist y2° > 2° (fiir v > 0): Zeitdilatation,

bewegte Uhren gehen langsamer.
Beispiel: Lebensdauer von Myonen im bewegten System.

Beim Einfall von Protonen aus der kosmischen Strahlung in die Erdatmosphére entste-
hen in ~ 10 km H6he Myonen (m, = 106 MeV/c?, mittlere Lebensdauer im Ruhesystem
7=2,2-10"%s, Halbwertszeit tip=In2-7=1,52us; N(t) = Nye /™) z.B. durch die Reak-

tionen

p+p —p+7’
e+,

N _
e+ U+ T,

Die mittlere Reichweite der Myonen im Ruhesystem des Myons fiir maximale Geschwin-

digkeit v ~ ¢ (im relativ dazu bewegten Erdsystem) betragt

do~er23-102.22.10"%s ~ 660 m.
S

max

Innerhalb dieser mittleren Reichweite reduziert sich die Myonenpopulation um den Faktor
1/e; nur eine verschwindend geringe Anzahl von Myonen kann bei einer derart geringen
Reichweite die Erdoberfléche erreichen. Dennoch wird auf Meereshche eine Flussdichte der
p’s von 1000/(m?ssr) gemessen. Dies ist eine Folge der Zeitdilatation: Bewegte Teilchen

zerfallen langsamer.

Fiir ein Myon mit einem Impuls von (beispielsweise) p = 1,8 GeV/c ist die relativistische

E=\p@+m% = /1,8 +(0,106)? GeV = 1,803 GeV.

Der Lorentz-Faktor lasst sich schreiben als

Energie

y=(1-8%"2 =z E/(mc®) ~17,01.

Daraus folgt die Geschwindigkeit der Myonen in Einheiten von ¢,

1
_pe o L8 9983,

p E 1,803

Im Erdsystem ist die mittlere Lebensdauer der bewegten Myonen (fir p = 1,8 GeV/c)

7' =y7 ~ 37,42 ps
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und der in dieser Zeit im Mittel zuriickgelegte Weg

d=v-7~0,9983-3-10° 2 .37,42-10 05 ~ 11,21 -10*m =~ 11,2 km.
S

= Die Myonen koénnen die Erdoberfliche in der mittleren Lebensdauer — als Folge der
Zeitdilatation — erreichen. In Beschleunigerexperimenten mit Myonen [3] konnte die
Zeitdilatation mit sehr hoher Genauigkeit (2014: +2,3-107" [4]) nachgewiesen werden.

Lingenkontraktion (Lorentz-Kontraktion)

Betrachte einen Einheitsmafstab in Bewegungsrichtung im System S zur Zeit ¢ = 0, be-

grenzt durch die Vierervektoren

o O O O
= o O O

Beobachte den Mafistab zum festen Zeitpunkt 2™ = 0 im System S’. Die LT ergibt

20 = y20 - Byad £ 0

= 20 =323 = 5 als entsprechender Zeitpunkt im System S.

Damit wird die Linge des Mafstabes im (bewegten) System S’ mit 2% =1
23 = By’ + vt =y(1-58%) =v/1-p%<1.

= Bewegte Mafstabe erscheinen verkiirzt.
Wie die Zeitdilatation ist die LAngenkontraktion ein physikalisch realer Effekt mit mess-

baren Konsequenzen.
Beispiel

Kollision zweier Bleiionen (Abb. 4.2) im Large Hadron Collider LHC mit einer Energie von
E=276-10"eV (2,76 TeV) pro Teilchenpaar (insgesamt 208 Teilchenpaare, 82 Protonen-
und 126 Neutronenpaare). Entsprechende Experimente sind am Large Hadron Collider
LHC des européischen Forschungszentrums CERN in Genf bereits durchgefiithrt worden
[5], spéter (Ende 2015) gefolgt von Messungen bei der héheren Energie von 5,02 TeV.
Im Ruhesystem S sind die Kerne sphérisch mit Radius R = 1,2- AY3fm ~ 7,1fm. Im
bewegten System S’ sind die Ionen Lorentz-kontrahiert (Abb. 4.3).
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208Pb
Abb. 4.2 Zwei Bleiionen im Ruhesystem S

Der Impuls p jedes Hadrons im Collider ist p = 3,5- Z/ATeV/c = 1,38 TeV/¢; die relati-
vistische Energie ist dann E = \/p*c? + m?c* mit der Protonenmasse my, = 0,938 GeV/c?,
E = \/1,904 +0,9-10%TeV ~ 1,3800003 TeV = 3 = pe/E ~0,999999 8

= Verkiirzter lonenradius in Bewegungsrichtung

R =R-\/1-p%=71fm-6,8-10%~4,8-103fm

= Bei der Kollision treffen zwei kreisférmige Scheiben aufeinander, die bei sehr hohen

Energien wie am LHC (nahezu) transparent sind und einander durchdringen (Abb. 4.3).

208Pb 208Pb

Abb. 4.3 Liangenkontraktion der Ionen im Collider

Im Volumen zwischen den sich entfernenden Scheiben [6] werden aus der relativistischen
Energie neue Teilchen erzeugt; > 20000 geladene Hadronen in einer zentralen PbPb-
Reaktion bei £ =5TeV pro Teilchenpaar [7].

Anders als Zeitdilatation und Lingenkontraktion ergibt sich die scheinbare Mas-
senzunahme eines bewegten Korpers nicht unmittelbar aus der LT — ihre Ursache ist
vielmehr das Massenédquivalent der kinetischen Energie, das fiir einen Kérper mit Ruhe-

masse m eine transversale oder relativistische Masse m’ ergibt,
m
V1-p5?

Infolge der Zeitabhéngigkeit der Masse wird die Kraft bei beschleunigter Bewegung

>m fir v>0.

m' =~ym =

. dp d(m't) dm'. do  dm' _ .
PP _ A .
a . dt ar T T g vt

Durch den zusétzlichen Term dd—”t"ﬁ vergrofert sich bei gegebener Beschleunigung a die

Kraft: Der Korper bewegt sich so, als hétte er eine grofsere Masse.
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Mit m/ = ym wird F = |F|

dv

_dfm ), _m
dt\\1-%)  J1-p2dt

1 m 02\ dv m dv
L el e A e
(1-2%/c?) ¢ (1-v?/c?)

F

m dv

=|F= —(1 _U2/02)3/2E

Der Kérper verhilt sich, als hitte er die Masse M = m/(1 - £2)3? = v*m — in Uberein-

stimmung mit den experimentellen Befunden an Teilchenbeschleunigern.

Historischer Einschub

Anders als Einstein hatte Maxwell keinen Widerspruch zwischen Newton’scher Mechanik
und Elektrodynamik gesehen, denn er war von der Existenz eines absolut ruhenden Athers
iiberzeugt, den Fresne]@ 1816 eingefiihrt hatte [2]: Demnach gébe es ein ausgezeichnetes

Bezugssystem, in dem die Maxwell-Gleichungen gelten.

Maxwell: Es kann keinen Zweifel geben, dass der interplanetarische und in-
terstellare Raum nicht leer ist, sondern erfiillt mit einer materiellen Substanz
oder einem Korper, der sicher der grofste und wahrscheinlich der homogenste

ist, den wir kennen.

Demnach bewegt sich die Erde durch den Ather (Abb. 4.4), und das Licht sollte unter-
schiedliche Zeiten bendétigen, um die gleiche Entfernung parallel oder senkrecht zur

Erdbewegung zuriickzulegen.

7 = 30km/s

Abb. 4.4 Erdbewegung durch den ‘Ather’

= Auf einer Strecke von 1m wird ein Zeitunterschied entsprechend 1/40 der Wellen-

lange von gelbem Licht erwartet.

28 Augustin Jean Fresnel (%1788 Broglie, 11827 Ville-d’Avray bei Paris), franzosischer Physiker und Inge-

nieur.
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= Vorschlag zur Messung;: Michelson@, 1881, aus der Interferenz von orthogonalen
und parallelen Strahlen (Abb. 4.5). Die bei M, (halbdurchléssiger Spiegel) geteilten
Strahlen werden bei M,, My reflektiert und in M, wieder zusammengefiihrt = kon-

struktive Interferenz am Schirm.

= Infolge der Erdbewegung durch den ‘Ather’ miissten bei Galilei-Invarianz die Licht-
laufzeiten parallel (Abb. 4.6) und senkrecht (Abb. 4.7) zur Bewegungsrichtung ver-
schieden sein. Maxwell war noch der Meinung gewesen, dass terrestrische Messungen
nicht die notwendige Genauigkeit erreichen kénnen, aber Michelson [10] konnte zei-
gen, dass die Prézision der interferometrischen Methode ausreicht, um die erwartete
Verschiebung des Lichtbiindels in Richtung der Erdbewegung zu messen. Durch die
Erdrotation &ndern sich die relativen Laufzeiten der beiden Strahlenbiindel. Messun-
gen im Abstand von sechs Stunden (Drehung um 90° infolge der Erdrotation) liefen
eine maximale Verschiebung des Interferenzmusters erwarten: Eine Anderung der
Lichtlaufzeiten wiirde das Interferenzmuster beeinflussen, auch bei kleiner ‘Atherge-

schwindigkeit’ v « c.

——F— M, — Spiegel
M.
M, ’
O
Lichtquelle ' .
Abb. 4.5 Das Michelson-Morley-Experiment
(1881 Potsdam, 1887 Cleveland)
Schirm v

Die Messungen von Michelson 1881 [10] und Michelson and Morley"| 1887 [I1] erga-
ben jedoch keinen messbarer Effekt. Das wichtigste Experiment mit negativem Ausgang
in der Geschichte der Wissenschaft hatte gezeigt:

= Das Licht bewegt sich stets mit der Geschwindigkeit c relativ zur Lichtquelle

und zum Spiegel. Moderne Experimente bestétigen das Resultat mit stark verbesserter
Genauigkeit [12].

Lichtlaufzeit im MM-Experiment bei Annahme der Galilei-Invarianz

29 Albert Abraham Michelson (x1852 Strelno, 1931 Pasadena, Kalifornien), US-amerikanischer Physiker
deutscher Herkunft.
30Edward Williams Morley (x1838 Newark, 11923 West Hartford), US-amerikanischer Chemiker.
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o} | Abb. 4.6 Tangentiale Lichtlaufzeit

_,_ D D 2 1
Ye-v o cro e (1-07)

Abb. 4.7 Normale Lichtlaufzeit

Relativ zu einem ruhenden Beobachter legt das Licht die Strecke 2D’ zurtick,

Ny :2D’ :>D’=Ct—n‘ D'2:D2+(%)2
"¢ 27 2
2D v? “1/2
(i)
C C
2D U2 - 1)2 2 1.0rdnung D’U2
tt_tn:_ 1——2 - 1——2 =~ —3 -
C C C C

Mit D =1m, v=30km/s, B~10* wird At =¢t,— ¢, ~ 210" ~ 3 3. 1077,

C

In dieser Zeit legt das Licht ~ 1/40 seiner Wellenlénge zuriick — was interferometrisch

messbar ist.

Das Nullresultat von Michelson und Morley veranlasste Fitzgerald [8] und spéter Lorentz
[9] zu der Hypothese einer Léngenkontraktion in Bewegungsrichtung, um ¢, = ¢, (unter
Galilei-Transformation!) zu erzwingen:
2 2
1
li=0\/1- v (Vorher Fitzgerald: [, =1 (1 -0

& 2 2

), d.h. 1. Ordnung),

so dass sich die Laufzeit (Abb. 4.6, 4.7) entsprechend verringert zu

bei Galilei-
2D 1 Invarianz
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(mit £, = L+ L = 2D, 1_U12 yE: ), in Ubereinstimmung mit dem MM-Experiment (t,, = Laufzeit

L Bewegungsrichtung).

Der Ausdruck fiir die Langenkontraktion ist formal identisch mit dem aus der spezi-
ellen Relativitatstheorie (SRT) — dort folgt er jedoch aus dem Postulat der konstanten
Lichtgeschwindigkeit und der LT fiir die Transformation der Bezugssysteme, es wird in

der speziellen Relativititstheorie kein Ather benétigt.

4.2 Notation im Minkowski-Raum

Koordinaten: Ein Raum-Zeit-Punkt (2°, 2, 2%, #*) wird durch die Zeitkoordinate 2° = ct

und die Raumkoordinaten z! = z, 22 = y, 2 = 2 definiert.

Indizes:
e u,v,...=0,1,2,3 kennzeichnen Komponenten von Vierervektoren
e i,k,...=1,2,3 Komponenten von Dreiervektoren im gewohnlichen Raum

(1) = (a0, a%) = (a0, 2%, 0%)

Die Metrik im Raum-Zeit-Kontinuum ist durch den metrischen Tensor definiert,

1 0 0 0
o -1 0 o0
I =9 "o 0 -1 0
00 0 -1

d.-h.igoo=1; g =-1 g =0Vu#v

Man unterscheidet sogenannte
* kovariante Vierervektoren a,: transformieren wie %,

. . A . .
« kontravariante Vierervektoren a (= zu a, duale Vierervektoren): transformieren

wie x*.

Umwandlung von kontra- in kovariante Viererervektoren durch Anwendung des metrischen

Tensors,
— v _ -0 _ k
xu—Zgwx =>Ty=T, Tp=—T
12
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Summenkonvention: Uber doppelt erscheinende Indizes wird summiert, T, = g
Hinaufziehen der Indices via 2" = ¢"'z, (g,, = g"").

) 1, p=v
Esist g," =9,,9°" =90," =g", =
0, p+v

Dreier- und Vierervektoren, Skalarprodukt
ot = (2%, 2!, 22, 2%) = (2, %)
Skalarprodukt Dreiervektoren:
Ty =atyt + 2%yt + dyP
Norm Dreiervektor (Betrag)
1/2

x=|i= (3 -3)? =[(2")* + (2%)% + (2*)?]

(Wenn eine Verwechslung mit dem Betrag des Dreiervektors ausgeschlossen ist, wird der

Index i beim Vierervektor oft weggelassen, x* — x.)

Skalarprodukt

Das Skalarprodukt der Vierervektoren z#, y* entsteht durch Verjiingung aus den jeweiligen

ko- und kontravarianten Komponenten; es ist nicht mehr positiv-semidefinit:

z,yt =2ty = g2yt = 2% - Ty

Norm

Die Norm eines Vierervektors x* ist

z,at = (2°)? -3 = g, a2t

Klassifizierung der Vierervektoren nach ihrer Norm: Je nach Vorzeichen der Norm gibt
es drei Arten von Vierervektoren (Abb. 4.8):

z,x" <0, 2! raumartig
r,a" =0, " Nullvektor (lichtartig)

" b
x, 2t >0,  xf zeitartig
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N ’
A \Zukunft, zeitartig/ ’

N ’
N ’

’ .
N » raumartig
’

¥ ! Abb. 4.8 Minkowski-Diagramm

v N
v N
. S
v N

N
e Verganpenheit AN
d Y

Differenzialoperatoren im Minkowski-Raum

In 3d:

- 0* 9
v . _

In 4d: Die vier partiellen Differenzialoperatoren % bilden einen kovarianten Vierervek-

tor.

0, = 4 =( 9 0 0 9 )= 0 v Gradientenoperator
P 0r T\ 920 oxt 9227 023 ) T\ a(et)’ )’ P

der entsprechende kontravariante Gradient ist

0 .
B gy = _
ot =g"ao, (8(015)’ V).

Der d’Alembert? | Operator (engl. box operator) ist

1 p v o
ngﬁ—A:Qﬁ :gw,aa.
Transformationseigenschaften der Ableitungen 82u:
0 dx¥ 0 0
= =AYV it: A V= A—l v
R R (A%
——
ALY
= die Ableitung transformiert sich wie z,,,
/ v 0 _ 10 .
z,=A,"z,, deshalb 5t = O (0,) = (Ea, +V) :

31 Jean-Baptiste le Rond, genannt D’Alembert, (%1717 Paris, +1783 Paris), franzosischer Mathematiker
und Physiker.
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4.3 Viererpotenzial, Relativitatsprinzip

In 4d werden skalares Potenzial ® und Vektorpotenzial A zum Viererpotenzial zusammen-

gefasst,

(A") = (@, 4)

und die Potenzialgleichung wird in der Lorenz-Eichung zu

4
DAN’ — +_7Tj;u'
C

. . . . = 2
mit der Viererstromdichte (j*) := (¢-0,7); O = C%% - A.

Das Relativitatsprinzip fordert, dass die Naturgesetze in allen Inertialsystemen gleich
sind: Es gibt kein ausgezeichnetes, absolutes Bezugssystem. Dem entspricht die Forderung
der Invarianz des d’Alembert-Operators

0=08,0" = ,,0"0" = 9,90,

i

gegeniiber Lorentz-Transformation, mit dem metrischen Tensor g,,. Daraus folgt fiir die

Transformationseigenschaft von g

A g AL, = g™

oder in Matrixform

AgAT =g/,

d. h., auch der metrische Tensor ist Lorentz-invariant.
Beweis der Invarianz, in Komponenten:

Es ist

P g 0:150‘. 0
L Y I Vo2

= 0,90, = N,0,9""A2,0,, = 0,90,

- A4

(es wird iiber gleiche Indizes auf verschiedenen Ebenen summiert)

- AAug;wAgU — g)\g

' axh\
AgAT = g| mit o :A/\u )

1>
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Daraus folgt (det A)* =1 = det A = +1. Fiir das Matrixelement A =0, o = 0 gilt

Ao,ug'uVAOV =1= (*AOO)2 - Z(Aok)Q
k

:>A0021VA00£—1.

Das Vorzeichen der Determinante von A und das von A%, verwendet man dementsprechend

zur Klassifizierung der Elemente der Lorentz-Gruppe:

det A | sgnA?,
eigentlich orthochron 1 1 } cigentliche LT
Raum-Zeit-spiegelungsartig 1 -1
uneigentlich orthochron -1 1 ) )
T i uneigentliche LT
zeitspiegelungsartig -1 -1

Aus det A =1 folgt insbesondere, dass das vierdimensionale Raum-Zeit-Volumen invariant
unter LT ist:

1 1 0 .01 02 13 1
avaty = Lt = 100 ) Ly ate = Late - ar e
c c O(x",x", 27, x°) c c

3 = zund 2" = 2’ in Richtung der Relativgeschwindigkeit @ der sich gegeneinan-

Legen wir x
der bewegenden Inertialsysteme und setzen ' = x!,2"* = 2% (keine Relativgeschwindigkeit

1 zu 2?), folgt die zu Beginn von Abschn. 4.1 genannte spezielle LT mit

s -t v t—vad/c?
V1-03E V1-v?/c?
und der zugehdrigen Matrix
v 00 -py
0O 1.0 O
A*)) =
(A%) 01
-fy 00 o

In einem homogenen Raum-Zeit-Kontinuum ist die Transformation 2’ «— = stets line-

ar

' = AV x”

Aist reell, A, = A, und erhilt das Abstandsquadrat, AWA“’)‘ = A,,MAA“ =5,
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Invarianz des Skalarproduktes

Ist der Raum isotrop und kein Inertialsystem ausgezeichnet, muss das Skalarprodukt zwei-

er Vierervektoren invariant bei LT sein:

12 _ I L2
S =X CL’H—S =T .7}#

2 ot
ST =T ZL‘M

w v K _ 2 _ VS K
At oA, = 87 =270, "z,

dies ist fiir beliebiges x erfiillt fiir

A# AR = 6,7

Die Umbkehrtransformation wird
K _ KV _ KAWL .V _ Kl
% =0, " = N A 2" = AR

Fiir die vorher verwendete spezielle LT lasst sich die Invarianz des Skalarproduktes

direkt zeigen:

o 242 22 _ .2 2 2 9
st=alr, =" -r =x5-x] - vy - 23

12 _ I 2412 =12 12 2 2 2
st=xlr,=ct" - =xy —xy —vy - T3

= (yxg - Byms)® - 7 — 25 — (=Bryxo + Y23)*

x5 (72 = BP?) + (-2B7°woxs + 287 woxs) —a3 (577 +4°) -2} — 23

=1 =0 =1

=x3—x%—x%—x§=s2.

Raumartiger Abstand

2

Fiir s* < 0 gibt es Inertialsysteme, in denen die Ereignisse gleichzeitig stattfinden:

t'=2"=0

2’ =ct
~ Zchnge ,*" Lichtkegel
N d
N 4
Y d
\\ ,/
raumartiger \\ // . . . .
K 2% =2 Abb. 4.9 Raumartig zueinander gelegene Ereignisse
Abstand 7 AN
e Y
/, \\
4 N
s Vergangenheit
/, \\
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Sei ()" = (ct,0,0,2) = s* = *t* - 22, und fiir (2"*) seien ¢’ = - (t - %), 2 =7(z —ot).

2 24 2 2 2
Fiir v = ¥ ist 0? = 55 v = £¢
z 227 ¢ z° !

=t'=0,
2=y 2(1-vt)z) =v-2(1-v%/c?)

=n\/1-v?[? =V 22 -t =2V -5 .

Man bezeichnet dann die Ereignisse (z/), (™) als raumartig zueinander gelegen: Sie

sind so weit entfernt, dass das Licht die Strecke in dieser Zeit nicht iiberbriicken kann.

Zeitartiger Abstand
Fiir s? > 0 gibt es Inertialsysteme, in denen zwei Ereignisse am gleichen Ort stattfinden

#=0; (2")=(ct,0,0,2), s*=c*t?-2°

Fiir v = 2 ist 0% = %, % = 55; 2/ = (2~ 0t) = 0
rv==%istv° =%, 5 =552 =y(2-0t) =

2 2 2
VZ v v z s
=t = (t——)z tl1l-—=)=t\/1-—= =segn(t t2 - = =gsen(t) - =.
Y 2 7( Cg) 2 g() 2 g()c

d.h., das Vorzeichen von ¢ stimmt mit dem von ¢ iiberein. Im Ruhesystem gilt dann
(ungestrichenes System)
lds v?

——=\/1-—=.
cdt 2

Eigenzeit T

Die Zeit, die im jeweiligen Ruhesystem verstreicht, ist die Eigenzeit. Fiir einen mit 9(t)
bewegten Punkt ist dr = ds/c=+/1-v*/c*dt

Lichtartiger Abstand

Ausbreitung eines Lichtblitzes auf dem Lichtkegel von einem Ereignis zum anderen mit

s? = 0. Die zeitliche Reihenfolge der Ereignisse #indert sich dabei nicht.
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Additionstheorem fiir Geschwindigkeiten

xr lL‘l

S/

|

Abb. 4.10 Addition relativistischer Geschwindig-

2,2 keiten

In S" bewege sich ein Punkt mit der Geschwindigkeit w’ in z-Richtung. Mit welcher Ge-
schwindigkeit bewegt er sich in S (Abb. 4.10)7

14
z=v(z"+ot"), t=~(t"+ %),
c

Umkehrtransformation mit 2z’ = w't’:

vw’

z=(v+w)t', b=y (14 =)t

62

= Geschwindigkeit des Punktes in S:

z w+w
w=—-—= 7
w
b1+ w
C
Beispiele:
r_ _ . _ c _
1. w=v=05c: w——1+0’25—0,80
2. w'=v=c: w= Hfﬁ = ¢, ¢ ist Grenzgeschwindigkeit
! _ _ . _ C+0,5C _
3. w=c,v=05c: w= T+05 =

Dies entspricht Einstein’s Diktum, dass die Lichtgeschwindigkeit durch Zusammensetzung

mit einer ‘Unterlichtgeschwindigkeit’ nicht gedindert werden kann [1].

4.4 Vierergeschwindigkeit und Viererimpuls, Invarianten

Da die Zeit vom Bezugssystem abhédngt — nicht mehr invariant ist —, wird im Minkowski-

Raum die Bedeutung der Geschwindigkeit (Vierergeschwindigkeit) verdndert: Sie ist
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die Ableitung der vierdimensionalen Raum-Zeit-Koordinaten nach der invarianten Eigen-
zeit T (s. Abschn. 4.3), mit 4 =, 2% =ct:
du*

daxt cdt c
=— ==y , analog Viererbeschleunigung a" = —.
dr dz o dr

uu

dr

Das (invariante) Quadrat von u* wird
02
u? = u,ut =97 (7 - 07) =7 (1 - 0—2) =c2
Analog wird der Viererimpuls

e ()
pr=mut=my|_|=| _ |
v p

Im nichtrelativistischen Grenzfall v << ¢ gehen diese Ausdriicke in die gewohnlichen

Formeln fiir Energie und Impuls iiber, jedoch muss die Ruheenergie beriicksichtigt wer-

den:
1 1 1v°
v = —>1+—ﬂ2¢...:1+—v—2¢...
/1_62 v 2 2c
E 1 1
=p’=my-c= — = ~(mc*+ =mv?)
c ¢ 2

N . . . . . . .. . . .
d.h. mc? £ Ruheenergie, %mzﬂ kinetische Energie in nichtrelativistischer Naherung sowie

p — mu fiir den Dreierimpuls.

Das invariante Skalarprodukt fiir den Viererimpuls wird

E*
P =5 - =m*?  (pp" =p"p, = 9w’ P")

=|E? = p*c? + m*c!

als relativistische Energie-Impuls-Beziehung, die wir in Abschn. 4.1 bereits benutzt ha-
ben.

Anwendung im Teilchenzerfall

Beispiel: A > 7~ +p; u,d,s = up-, down-, strange-Quarks, @ = anti-up-Quark

A" = uds, m,o = 1,115GeV/c* ~ 2182m,
7~ =1ud, m_- =139,6 MeV/c* ~ 273 m,
p =uud, m, =938,3MeV/c? ~ 1836 m,
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Energie-Impuls-Bilanz bei ruhendem A® vor dem Zerfall:
mac? = \fm2ct + pR 4\ fmict + pied

0=pr +Dp

bzw. Gleichung fiir die Viererimpulse:

phy =Pk +pp | Viererimpulserhaltung.

Auflésen nach p, und quadrieren ergibt:
PhPop = (D = P4 ) (Dap = D) = 1567 = DADAW + PiDrp = 2P3 P

E
mit 2p}\ P, =2+ (mpc,0) ( 71/0) =2my E, folgt

“Pr

2.2_ .22 2 2
MmpC™ =myc” +mzc” —2my B
2
_ 2 2 2
E. = (my +mz —my)
2m

2
CA(mi - mZ+m3).

und analog £, = 5~

Aus der Erhaltung des Viererimpulses lassen sich die relativistischen Gesamtenergien der
beim Zerfall entstehenden Teilchen (hier 7, p) berechnen; bei ruhendem A° sind sie allein
durch die Ruhemassen der Teilchen festgelegt.

Die Impulsbetrage der Zerfallsteilchen folgen aus

2
=2 _ Eﬂ' 2 2
y2 CQ mycC
E2
o _Pp 99
P2 myc

Teilchenkollision (hier ohne Indizes fiir die Vierervektoren)
A+B->C+D
Im Schwerpunktsystem (CMS) [13]:

Pa b5 Collider; PatPs = Det+Pp
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Im Laborsystem (LS):

L
Pa
—

. fixed Target; ph+ph - pL +ph

PB

Mit der zusétzlichen Bedingung (relativistische Energie-Impuls-Erhaltung; hier mit A = ¢ = 1):

2 _ 2 2 _ 2 2 _ 2 2 _ 2
:pA_mAJ Pr =Mgp, pc_mca Pp =mp.

Es gibt mehrere Lorentz-invariante Grofsen, insbesondere das Quadrat der Schwerpunkt-

senergie,

5= (p, +pB)2 = (pc +pD)2 =(E,+ EB)2 - (Pa +ﬁ3)2 =(E,+ EB)Q‘
—_—
=0 im CMS

Im Laborsystem wird dieselbe Invariante mit p%; = (E%, ph), p} = (E%,P5) = (m,0):

s= (P +ph)?2 = [ES +m,) - (04)?

= (BR)? +2my B +mi, - (ph)?

und mit (E5)? - (p)? = m?

:‘s=mi+m23+2mBE‘g

Mit s ist auch die CMS-Energie /s = E.,, relativistisch invariant.
Mit (E%)? = (p4)? + m? folgt bei hohen relativistischen Energien mit 55| > m,:
(E5)? = (53)* = s > 2my|pi|

= Die Schwerpunktsenergie wichst im hochrelativistischen Bereich nur mit der Wurzel

aus dem Laborimpuls an,

Vs > vV 2mp|pa| o \/p_i-

= Um eine bessere Energicausbeute zu erzielen, verwendet man Collider statt Fixed-

Target-Maschinen.
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Bewegungsgleichung fiir Massenpunkte

In Dreiernotation (s. Abschn. 4.1) ist die Kraft

- dp d dz d
F = — = — _ ) = — 7
it~ @ ") T @)
In Vierernotation: " B
p -
Ft=— F=(—,p].
e v=(o)
F* ist nicht Lorentz-invariant; jedoch ist
i p i
" _dprdt At g

dr  dt dr ' dt

ty
invariant, mit der Eigenzeit 7= [ /1 - v?/c*dt, g—: = .
ty

~vF* wird als Minkowski-Kraft bezeichnet.

Mit F = []3202 + m204]1/2 ist im Ruhesystem ¢ = 0

dp” dp" 0
S ]

Allgemein fiir ¥ # 0 ist die Minkowski-Kraft der pro Eigenzeit zugefiihrte Impuls/die pro

Eigenzeit 7 zugefiihrte Energie/c.
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5 Vierdimensionale Formulierung der Elektrodynamik

5.1 Feldstarketensor

In der relativistischen Formulierung der Elektrodynamik fasst man elektrische und ma-
gnetische Feldstiarke zum Feldstarketensor zusammen, und Ladungs- und Stromdichte zur
Viererstromdichte:

0 -FE, -FE, -E4

E, 0 -By B,

E, B, 0 -B

E, -B, B 0

P =

Skalares Potenzial ® und Vektorpotenzial A bilden das Viererpotenzial, (A)“ = (9, A),
und mlt der Viererstromdichte (j*) = (co,7) wird die Kontlnultatsglelchung +V7=0

20 g4z =0, bzw. mit 9, = 5%, (9,) = (%%,@)2
d,J" =0/, die Viererdivergenz der Viererstromdichte verschwindet.

Allgemein ist die Viererdivergenz eines Vierervektors P ein Skalar, also Lorentz-invariant:
a,pt=0"P,=0"P,=0,P" P"=A" P

Fiir das Viererpotenzial A" mit oA* = +477r j* verschwindet die Viererdivergenz in der

Lorenz-Eichung:

1 0P -
AF = A=0].
9, 0] < T +V 0

Aus dem Viererpotenzial folgen die Felder E und B,

d.h., im Vergleich zum statischen Fall kommt beim E—Feld der zeitabhéngige Term oc %—?

hinzu. Insbesondere ist

A3 6A2
0 1
EI:—%—%——@AO—@)A%



100 5.1 Feldstarketensor

und der antisymmetrische Feldtensor wird

[P = 0t A” - 0" AV

mit F* = -F"" Sp(F"") =0 und den auf der vorigen Seite gezeigten Komponenten.
Dabei gibt es in A* noch die Eichfreiheit
At (x) = A*(x) + 0" (x).

Mit den Komponenten des Feldtensors formulieren wir die Maxwell-Gleichungen in 4d:

H)

Inhomogene Maxwell-Gleichungen (hier: Vakuum, E=D,B

VE = 4mo

4
= O\ 0+ 0, + 0,F = =0

Die 1-Komponente wird

0B, ~ 0B, ~ oE, 4_7r 1
ox>  0z® 02 ¢ J

4
= O, 4 Oy + 0, F" = !

und analog fiir die anderen Komponenten, zusammengefasst:

4 4
o = Tyl o, <475 |
C C

Mit der Potenzialdarstellung des Feldstéarketensors
Fr = ogrAY - 9V A*

wird das

0,(0"A” — 97 A1) = 47” 7

und in der Lorenz-Eichung 9, A" = 0 ergeben sich die inhomogenen Maxwell-Gleichungen
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Homogene Maxwell-Gleichungen

633:0 $3131+3232+83B3=0

= —81F32 —82F13 +63F12 = O = 81F23 +82F31 —83F21

. - 10B
E+-2==0|.
v +cc9t

Fiir die z (1-)Komponente:
Oy F* + 0, F + 9, F* = 0, etc. fiir y, 2(2,3)

Zusammengefasst folgt:

PFH 4+ OFFY + 9V FM = 0|  Bianchi-Identitét

(nur fir A # p # v sinnvoll, da fiir mindestens zwei gleiche Indizes identisch erfiillt, z. B.
)\: ]_, /,L=V=2: 81F22+82F21+82F12 :0+62B3_82B3:O).

Mit dem dualen Feldtensor F* lassen sich die homogenen Maxwell-Gleichungen

analog zu den inhomogenen ausdriicken:

- 1
0" =0| mit |F" = e,

und dem vollstandig antisymmetrischen Levi-Civita-Tensor vierter Stufe:

o e = () bei zwei gleichen Indizes, sonst Vorzeicheninderung bei Transposition

(Vertauschen zweier Indizes: ungerade Permutation)

0123 _ 1

. c = —€p123, [Normierung

o« "2 = det(A)e" ) det(A) = £1, (+1 bei eigentlicher Lorentz-Transformation),

so dass

B, 0 L

(F) = . mit Sp(F™) =0, (Fm)=—(Fm).
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Transformationsverhalten des Feldstarketensors:

Es ist
F/,uu — A}LRAVAFK)\ — A[LQFQU(AT)UV,

oder in Matrixschreibweise,
F' = AFAT|.

Die Eichtransformation

AF - AP + O
lasst F' invariant.
Transformation der Felder:

Fiir einen Lorentz-Boost in z-Richtung mit der speziellen Lorentz-Transformation (A*))
aus Abschn. 4.3

v 00 -8By
1
O L 0 0
0 0 1
By 0 0«

wird

E{ — F/lO — AlnAO)\Fﬁ)\ -1 ‘,y‘Flo _B7F13 :,y(Flo —ﬂFlS)

= E{ = V(El - 532)

und analog die restlichen Komponenten der Felder,

E] =v(E, - 8By), Ey =v(Ey + BBy), E; = Ej,

By =v(B, + BE3), By =~(B, - BEY), By = By,
oder zusammengefasst fiir die Komponenten tangential (||) und senkrecht (1) zum Boost,
1= E 1 =By
B =y (B, +2xB), Bl = (B.-2xE).
c c

= Vektor in der Ebene senkrecht zum Boost.
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5.2 Energie-Impuls-Tensor des EM-Feldes

Die Kraftdichte auf eine Ladungs- oder Stromverteilung

S . 1. .
f=0E+-jxB
c

ldsst sich mithilfe des Feldstéarketensors darstellen, z. B. fiir die erste Komponente
1 1 1
fr=0E+=(j?Bs = j°By) = =(j°F" = j2F* = j°F®) = =, F*"
c c c

und analog fiir die anderen Komponenten. Entsprechend wird der Vierervektor der Lorentz-
Kraftdichte

1
fr==j R
c
Die zeitartige Komponente gibt die pro Zeit und Volumen zugefiithrte Energie an,

1
foz_jVFOV:_an
c c
so dass sich die Viererkraftdichte schreiben lasst als
1= = -
()= CIB.P).

Bei Transformationen f* — f* im Minkowski-Raum entsteht eine Mischung aus Coulomb-
und Lorentz-Kraft.

Energie-Impuls-Tensor

Wir gehen aus von der inhomogenen Maxwell-Gleichung mit der Viererstromdichte j,

47
8“Fw/ = ?jy .
und der Viererkraftdichte
= = RO, = L [0N(FIE,) - F00F]
¢’ uv & Ax ov ov

Mit der Antisymmetrie des Feldstarketensors und der homogenen Maxwell-Gleichung

wird
1

F,,0°F" = —[F,,0°F" - F,,0"F"| = ~5Fu 0" F

N | —

J E o 12 f 12

1 1
= —8,|F"F°, - ~g" F, F|.
47_[_80'[ v 4g ov ]
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Mit Einfiihrung des Energie-Impuls-Tensors des EM-Feldes

o=~ L [pwpe, Lyep ,,F@"]
A 4 ¢

wird die Viererkraftdichte

f(z) =-0,T" (z)| [T"° symmetrisch in (u,0)].

Die Komponenten des Energie-Impuls-Tensors
« Energiedichte: 7% = % [E2 + éz] =u

« Energiestromdichte: T% = ﬁ(ﬁ] x B), = 15 = T (Poynting-Vektor)

» Spannungstensor: 7% = - [EZ-EJ- +B;B; - %%-(E’Q + BZ)]

Energiesatz

Die nullte Komponente der Kraftdichte ist mit j# = (cg,})

1 1- =
0:_. PLOZ_',
f C]MF J E

und die nullte Komponente der Kraftgleichung wird

1 1
fO — _aVTOV — Eaa (FOI/FO’V _ ZQOUFQVFQV)
-1 0 1 -
fO:—é?OTOO—@iTO’:——- —u _ . vS
c ot C e
—~ Divergenz
zeitl. Ande- des Energie-
rung der flusses

Energiedichte

= fYist das %—fache der Leistungsdichte.
Der Impulssatz folgt aus den rdumlichen Komponenten von f*:

fi = _aVTiV = _aoTiO - 8JT”

10, , y
= 28 () = @) - T() |
zeitliche .. zeitliche Gradient des

Anderung der  Anderung des Spannungstegsors:
Impulsdichte Impulses: Kraft Impulsflussdichte
des EM-Feldes
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Energie-Impuls-Tensor eines bewegten Elektrons

Im Ruhesystem des Elektrons S’ gibt es nur ein E—Feld, kein B-Feld:

1 -
— E% =u Energiedichte
T

T/OO —

. R
T =T7%= — [E X B] =0 Poynting-Vektor

47 ¢
T" = 1 [EZE - 152- EQ] Spannungstensor
4 ;oo
=FE? 0 0 0
(T/;w) — 0 _ﬁ(E% - %EQ) _ﬁ(ElEZQ) _ﬁ(ElES)
0 3 (B1Ey)  —(Ei-3E%)  —(ByEs)
0 —(BEy) - (BBy) - (BF-3E?)

im Ruhesystem des (im System des Beobachters bewegten) Elektrons.

5.3 Lagrange-Formulierung

Analog zur Mechanik erhélt man die Bewegungsgleichungen eines Teilchens im Feld aus

der Forderung, dass die Variation der Wirkung S verschwindet, |05 =0]| , mit der

Wirkung als Zeitintegral iiber die Lagrangd™ | Funktion L(t) [1]:

di(t)

i Z(t).

S:fdtL[f:(t),ﬁ(t);t] mit 5(t) =

Dies ist dquivalent zur Euler®>}Lagrange®2Gleichung

doL JL _
dt 0" Ox'
mit dem kanonischen Impuls®|

0L 0L
S 9it vt

D;

Da die Wirkung S nicht in allen Inertialsystemen gleich ist, verletzt diese Formulierung

die Lorentz-Invarianz. Im Folgenden muss daher eine angepasste Wirkung mit zugehoriger

Lagrange-Funktion gefunden werden, welche die Forderung nach relativistischer Invarianz

erfillt.

32Der Lagrange-Formalismus ist eine 1788 von Lagrange eingefiihrte Formulierung der klassischen Me-

chanik.

33Leonhard Euler (%1707 Basel, +1783 Sankt Petersburg), Schweizer Mathematiker und Physiker.
34 Joseph-Louis de Lagrange (%1736 Turin, +1813 Paris), italienischer Mathematiker und Astronom.

357u unterscheiden vom kinetischen Impuls Py, = ymo.
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Lagrange-Funktion fiir ein freies Teilchen

Die Lagrange-Funktion fiir ein nichtrelativistisches freies Teilchen ergibt sich aus dessen
Bewegungsenergie,

nr 1 =2

0 = 5mi mit 0 =9(t) .

Die Addition eines konstanten Terms ldsst die Bewegungsgleichungen unveréndert, da

dieser bei Variation der Wirkung verschwindet. Die alternative Lagrange-Funktion
Egr = —mc? + émv2

besitzt also den gleichen physikalischen Gehalt und beschreibt das Teilchen identisch
zu Lg". Fiir die Lagrange-Funktion eines relativistischen freien Teilchen wéahlen wir nun

den Ansatz

=2 =4
] 1 0

Ly = —mc? 1-— :—mc2+—m02+0(—4) ,
c 2 c

im Grenzfall kleiner Geschwindigkeiten geht dies in die obige nichtrelativistische Lagrange-

Funktion Ly iiber. Die zugehorige Wirkung ist

=2
Sz[dtLO(t):—mCQfdt\/l—%.

Mit der Definition der Vierergeschwindigkeit

o dt ;odat o dt
=1V —
dr dr’

u =c— u' =

dr

lassen sich S und L, umschreiben zu

S = —mcf dr\Ju,ut Ly = -mey/u,ut .

= L, ist Lorentz-Skalar und S unabhéngig vom Bezugssystem, da die Integration iiber
die Eigenzeit 7 = [ dt\/1-9%/c* erfolgt.
Der kanonische Viererimpuls ergibt sich analog zum nichtrelativistischen Fall zu

oL U
kan _ 0 = —mec 1%

p:u - 8u# /'U/M'U/M

und die Bewegungsgleichung fiir ein freies Teilchen wird (verschwindende Variation der

Wirkung, oder aus der relativistischen Euler-Lagrange-Gleichung, s. folgender Abschnitt)

i
dr

0].
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Ankopplung an das EM-Feld

Die Lagrange-Funktion zur Ankopplung der Ladung ¢ an das elektromagnetische Feld ist

klassisch (nichtrelativistisch)

—

L™ = —qd+15-A

SR

mit der Dreiergeschwindigkeit @ der bewegten Ladung. Mit A* = (&, A) und " = v(c, ¥)

wird die Lorentz-invariante Lagrange-Funktion fiir die Ankopplung an das Feld

q q
Loy, = —=u, A" = —Eu“AM .

C

e

Entsprechend lautet die gesamte Lagrange-Funktion

q v
L=Ly+ Ly, = —men/u,u" - p A,.

Die relativistische Euler-Lagrange-Gleichung [3]

dor oL
dr out  Ox*
liefert damit y A
Uy q@8y, q
e Y R T A =0.
de cd7'+cua“ v =0
Es ist A 5
qad,  qdz” q .,
—t==—=—0 A =-=u"0,A
c dr cor UM e v

und mit dem Feldstirketensor

Fr = gFAY - 9" AP, F,=0,A,-0,A,

Ff=0,A" -0 A, F/=-F/,

lasst sich das zusammenfassen als

du" q
-m—+—=F,u"=0.
W Tt
Mit der Antisymmetrie der Feldstarketensors folgt schlieflich die Bewegungsgleichung im

Feld

Der kanonische Impuls ist (i=1,2,3)

oL -
?an = —— =9Ymv; + gA,L = p?ln + QAZ
o' c c



108 5.4 Lagrange-Dichte des EM-Feldes

und die HamiltonPS} Funktion [2]

H =p" -6 = L[(t),v(t);t]

H= \/(c”ka“ —qA)? +m2ct + q®.

Energieerhaltung ist gleichbedeutend mit einer zeitlich konstanten Hamilton-Funktion,

4H=0.

5.4 Lagrange-Dichte des EM-Feldes

Sei L(x) = L(Z,t) die Lagrange-Dichte des EM-Feldes eines Systems von Punktladungen
bei z; mit Massen m,;. Dann folgt die Lagrange-Funktion durch Integration iiber den

rdumlichen Anteil,

L(t) = ¢ [ & L(7,1),
und die Wirkung ist

S:fd“xﬁ(x):cfdt[d?’xﬁ(f,t):[dtL(t).

Die Lagrange-Dichte hat drei Anteile:

1. den mechanischen Anteil der Punktladungen mit Massen m,,

_;micW/dT54[$—$i(T)] ;

2. die Kopplung der Ladungen an das Feld (wie in Abschn. 5.3)
1
Eem = - A"
2 Ju
mit der Viererstromdichte fiir Punktladungen

@) = .0 = Y a Gt 7).

3. den Feldanteil

1
167c

=|L(z) = Lo(x) + Lo () + Lpu(@) | -
30William Rowan Hamilton (%1805 Dublin, +1865 Dunsink), irischer Mathematiker und Physiker.

'CEM =

FWE,
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Fiir eine Punktladung mit ¢; = ¢, = ¢ folgt nach Integration iiber d*z der S, -Anteil der
Wirkung S aus Abschn. 5.3, mit [ j,d°z = qu, :

1 |
Sem:[d4x(—?A“jﬂ):—cfdtfddx?A“jﬂ
to
_— f dtAru, = f dt Lo, (1),

c
131

Der Beitrag (3) des freien Feldes ergibt die homogenen Maxwell-Gleichungen, mit (2)

folgen die inhomogenen Maxwell-Gleichungen.

Die Wirkung soll extremal unter Variation des Viererpotenzials A* sein; die Verall-
gemeinerung der Lagrange-Bewegungsgleichung auf Felder folgt dann aus der Forderung,

dass die Variation von S verschwindet [4].

Dabei ist der Feldstérketensor F,, = 9,4, - J,A,, so dass die Variation von L(x)
beziiglich A ergibt:

5L = —LFW(SFW - 12 j,6 A
C

8mc

mit
OFH = §(OFAY — 9V A*) = OHJAY — VS AH

= F, 0F™ = F 0" A" - F,, 06 A" =" oF  ong A

1 1
- = o v_ — v
=|0L 47TCFW8 0A Cle,5A ,

und mit S = [ d*z L(x) folgt die Variation der Wirkung S nach A:

o5 = [ d [——F aﬂaAV—leyaAV]

f d%—@“(F GAY) + f d*z [—8“F QJV]aAv;

Der erste Term ist ein Oberflichenterm im vierdimensionalen Raum, auf den wir den

fd‘la:&“(...)u _ fd%n“(...)w

so dass er fiir grofe Oberflichen bei x — oo verschwindet. Der zweite Term ergibt fiir

Gauf’schen Satz anwenden:

0S5 =0 die inhomogenen Maxwell-Gleichungen,

4 4
oMF,, = _ﬂ-jy , bzw. |0,0"A" = —Wj” in Lorenz-FEichung.
c c
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Die homogenen Maxwell-Gleichungen

= _1

O'F,, =0 mit F,,=—¢

Ao
w9 uw\gF

sind fiir F*¢ = 92 A2 — 92A* ebenfalls erfiillt, d.h., die gesamte Maxwell-Theorie folgt aus
der Forderung, dass die Variation der Wirkung verschwindet: Sie ist eine relativis-
tische Verallgemeinerung der Euler-Lagrange-Gleichung auf Felder. Eine detaillierte Dar-
stellung der vierdimensionalen Formulierung der Elektrodynamik findet sich insbesondere
in [4].
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6 Elektromagnetische Wellen

6.1 Wellen im Vakuum

Im Vakuum ist 0= 0, 7 =0, E=D, B=H; die Maxwell-Gleichungen sind dann

R - 1= N
VxE=--B, VE=0,
c
N - 1= Lo
VxB=-E, VB=0
C

= Die E- und B-Felder miissen zeitlich verdnderlich sein, denn wéren Rotation und

Divergenz identisch Null, wiirden die Felder konstant sein.

Mit dem Potenzial A* = (&, A) als Ursprung der Felder ist

e -
E=-vVd-—-—— B-= A.
v cot’ VX
Setzen wir aufgrund der Eichfreiheit ® = 0 (Weyl-Eichung), wird die Maxwell-Gleichung
fiir V x B
e e o 10%
VX(VXA): (VA)_va:_C_QW . (*)
Ubliche Eichtransformationen fiir das Potenzial A* stellen in der Regel eine der For-

derungen
VA=0, Coulomb-Eichung, oder

0A* .
e = (3MA“ =0, Lorenz-Eichung.

Allgemein ist die Eichtransformation
AP — AP + M) ()

mit beliebigem (), in Komponenten:

A A-vy, <I>—>q)+la—w.
c Ot
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= In Coulomb-Eichung (die Weyl-Eichung schopft die Eichfreiheit nicht vollstédndig aus)
wird die Gleichung (*) zur Wellengleichung (d’Alembert-Gleichung) [I]

1

CQ

SIS

~V2A=0]|.

¥
[

Losungen sind beliebig geformte Wellen, die sich mit Lichtgeschwindigkeit ausbreiten.

D’Alembert’sche Losung fiir eine rdumliche Koordinate: (A — A' = A)

04 _ 0

o =" ar
Ansatz: A(z,t) = Fy(xz + ct) + Fy(x — ct) mit willkiirlichen reellen Funktionen Fy, F,

Anfangsbedingungen fiir ¢ = 0:

A=), = h)

0
= Fy(z) + Fy(z) = fi(z), =0
! ! 1
F(x) - F3(x) = EfQ(x)
Integration ergibt:

Fa(e) = [fl(x) = f fz(ﬁ)dél :

d.h., fir f, = 0 lauft f,;(z) mit Lichtgeschwindigkeit ¢ zur Hailfte nach links, zur
anderen Hélfte nach rechts (ohne Forménderung, Abb. 6.1).

A(x,t)

<—%f1(:c) %fl(l’)—’

Abb. 6.1 D’Alembert’sche Losung

fiir eine Koordinate =
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Bei periodischen Schwingungen mit Kreisfrequenz w = QT’T, Frequenz v = 3= = % sind F}, F,

trigonometrische Funktionen mit Phasen «, 5 und Amplituden a, b:
Fi(x+ct) =bcos(kr +wt + ) in —z-Richtung,
Fy(x —ct) = acos(kr —wt + ) in z-Richtung.

Bei a = b ergibt die Uberlagerung eine stehende Welle. Es ist

w oA

“rTTr

C

mit der Wellenlinge A und der (Kreis-)Wellenzahl k = |k| = w/c = 21/ \.

Lorentz-invariante (kovariante) Herleitung der Wellengleichung
Die Maxwell-Gleichungen sind in kontravarianter Schreibweise:
174 47r vV . -V
o, F" =7 =0 firj ”=0.

Wegen F* = 0FAY — 9V A* erhalten wir

9 [0A” 0AMY _ 0?AY ~ oA 0
Oxz* \ Ox, Oz, - Ox'0x, Ox"Ox, -
und in Lorenz-Eichung ist
0A* 0*AY
# = — - =
Opd ozt 0= d0xt0x, 0

Mit dem d’Alembert-Operator ‘9—2) =0,0" = %g—; - V2 = 0 entspricht das der Wellen-

(9" 0z, ¢

gleichung in vierdimensionaler Darstellung,

Qﬁ“A” =0| oder |ODA”=0].

Beachte: Bei der Herleitung der vierdimensionalen Wellengleichung haben wir die Lorenz-
Eichung verwendet, im (3+1)-dimensionalen Fall die Coulomb-Eichung VA = 0 plus ® = 0,
so dass ebenfalls 0,A" = 0 folgt.

6.2 Ebene Wellen

Weil die Wellenprofile F(x + ct), Fo(z — ct) nicht von y und z abhéngen — auf Ebe-
nen x = const konstant sind —, und sich die Welle mit Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢ in

r—Richtung bewegt,

oo
1l
Q)
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handelt es sich um eine ebene Welle. In der Eichung ® = 0, VA = 0 ist das elektrische

Feld B
10A A =
0 sowie 04, =0 wegen VA=0,

cot’ ox
da A nicht von y oder z abhéngt. Aus der Wellengleichung folgt dann

E=-

0?A* 0A"
=

o =0 = const.

= Die A” entsprechende Komponente E* des elektrischen Feldes ist konstant.

= Die E- und B- Felder der ebenen Welle stehen senkrecht auf der Ausbreitungsrich-
tung.

Betrachte Wellen, die sich in positiver xz-Richtung ausbreiten, F,(x - ct) = A(z,t):
Die Felder héngen nur von t — x/c ab,

104 -
~ZZ B
cot’

Il
<}t
X
oy

E=-

= F = —1121' (121’ = Ableitung nach ¢ — E)
c c

0 x, ., 1
= B; = [%‘k%(t - E)Ak] = 01 A4} (_E)

J

1 . , 1,
= _Egijk(el)jAk = [_E(n x A )]

1

Mit A" = —¢E folgt daraus

,
d.h., B und E stehen senkrecht auf der Ausbreitungsrichtung der ebenen Welle und
senkrecht aufeinander (Abb. 6.2)

E

Abb. 6.2 Elektromagnetische Wellen als

Transversalwellen

3
Il
alo

well
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= Elektromagnetische Wellen im Vakuum sind Transversalwellen; es ist |B| = |E|. Als
Folge der Transversalitit (E -7 = 0) wird fiir ebene Wellen der PoyntinVektor der

Energiestromdichte

c
4

C

SZi(EXB)z [Ex(ﬁxE)]z4W[E2-ﬁ—(E-ﬁ)-E]=—E2-ﬁ,

d. h., die Richtung der Energiestromdichte ist gleich der Ausbreitungsrichtung der ebenen
Welle, und ihr Betrag ist (¢/47)E?. Mit der Energiedichte w = %(E2 +B?) = ﬁljﬂ wird
dies zu

S=c-w-i.
Die ebene Welle transportiert ihre Energie mit Lichtgeschwindigkeit in Ausbreitungsrich-

tung 7.

Wellenvektor

Bei Wellenausbreitung in Richtung 7 ist F'((x - ct) - 7i) konstant auf Ebenen senkrecht

zu 7i. Sie lassen sich beschreiben durch den Viererwellenvektor

w:%uﬁpqgm

mit dem Dreierwellenvekor & = Lon= 27” -1 und dem Betrag

w

)QQ—ﬁ%:o.

@M:(

C

Die Ebenen zu konstantem F' sind dann kﬂx” = wt — k7 = const oder k7 —wt = const’. Der
Wellenvektor & ist der Gradient der Phase, k = —@(k#x“), und die Phasengeschwindig-
keit ¢ der Welle wird (mit kdz - wdt =0 = % =% =)

dx
dt

D=

T T

Jede zweimal differenzierbare Funktion der Phase k,z" ist eine Losung der Wellenglei-
chung. Insbesondere gilt das fiir die harmonischen Funktionen F(k,z") = e " die
eine vollstindige Orthonormalbasis im Raum der Eigenfunktionen des d’Alembert-

Operators O bilden. Sie stellen monochromatische ebene Wellen dar:

ik P
oehu® = 0.

37 John Henry Poynting (1852 Monton, +1914 Birmingham), englischer Physiker.
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Die Lésungen sind ebene Wellen zu festem & und w = c|l:;| Jedes andere Wellenprofil
lisst sich aus solchen monochromatischen Wellen durch vierdimensionale Fourier®s-

Transformation erzeugen,

Gz f Ak G (e "

(27T

Die elektrische und magnetische Feldstarke einer ebenen monochromatischen Welle lassen

sich wegen e = cos v + i sin o ausdriicken als
E(Z,t) = Re [Eoe"(’;i’_‘“t)]
B(,t) = Re [Boei(f“?_“’t)] :

und mit VE = ikE, %’f = —iwE (analog fir B) werden die Maxwell-Gleichungen fiir

monochromatische ebene Wellen

ikxE=+—B xE=%B, k-E=0
.C — Cw

ikxB=-E kxB=-—E, k-B=0
IS C

Wegen k-E =Fk-B=0sind die Wellen transversal. Die Kombination der ersten beiden
Maxwell-Gleichungen ergibt

und mit

fx (kx E) = (kE)k - (ER)E = ~F2E = °C"—2E

wird die Dispersionsrelation zwischen Kreisfrequenz w und (Kreis-) Wellenvektor k

kQ:? < k" =0].

Die Dispersionsrelation folgt auch direkt aus der Wellengleichung fiir £ oder B,

- 10 _,]= 2 R 2
DE:O:>lﬁa——v2]E:03(—w—2+k’2)E:O:>k‘2:w_.
C

& Ot? ?

Polarisation ebener Wellen

Ausbreitungsrichtung k, E und B definieren ein Dreibein (Abb. 6.3)

38 Jean Baptiste Joseph Fourier (%1768 Auxerre, 11830 Paris), franzosischer Mathematiker und Physiker.
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Abb. 6.3 Polarisation ebener Wellen

Zeigt k in z-Richtung und E in y-Richtung, liegt B wegen kxE = %B in z-Richtung.

Zur Beschreibung der Welle reicht aufgrund der Beziehung zwischen E und B die Angabe
des E-Feldes. Der Vektor E liegt in einer Ebene senkrecht zu k (z-Richtung), die durch

die Einheitsvektoren &, und &, mit &, - €, = 0 aufgespannt wird,
E = (F\& + E2§2)ei(7“i_”t)

mit i. Allg. komplexen Amplituden F, und F,, da es eine Phasenverschiebung geben

kann.

Linear polarisiert nennt man die Welle, wenn die Wellenziige keine Phasenverschie-
bung haben, so dass der Winkel zwischen E und der &-Achse ¢ = arctan(F,/F,) wird
(Abb. 6.4), und die Amplitude E =/ E} + E3. Die Richtung der Schwingung ist konstant.

Abb. 6.4 Linear polarisierte Wellen

Elliptisch polarisiert ist die Welle, wenn die Wellenziige eine Phasenverschiebung ¢

haben, so dass

E — Elglei(ic:}f—wt) + E2§2ei(1;:f—wt+¢)'
Fiir die Realteile ist (&,-8, =0, |§,]* = |5,]* = 1)

E,(%,t) = Re(é, - E) = E, cos(ki - wt),

Ey(Z,t) = Re(&y - E) = Eycos(ki —wt + ),
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und mit cos(a + 3) = cosacos § —sin asin § folgt

Ey(Z,t) = E,y [cos(l%:i" — wt) cos p — sin (kZ — wt) sin <p],
—_——

«

Ey(i,t)\* | (Ey(3,t)\
( 1 (7, )) +( 2(7, )) =cos2a+(cosozcosgp—sinozsingp)z—>1fﬁrgpzig(ZnJrl).

£y Ly
= Gleichung einer Ellipse mit Halbachsen E,, F,. Der E—Vektor lauft auf einer Ellipse

um die Ausbreitungsrichtung (2—2 + Z—j = 1).
Zirkular polarisiert ist die Welle fiir £} = E;, und ¢ = +7. Es ist dann
E,(Z,t) = E, cos(ki — wt)
Ey(3,t) = Eycos(ki — wt + g) = + F, sin(ki — wt)
= Der E-Vektor luft auf einem Kreis um die Ausbreitungsrichtung (Abb. 6.5). Je nach

Vorzeichen von ¢ entsteht rechts- oder linkszirkular polarisiertes Licht.

&
Ly

; Abb. 6.5 Zirkular polarisierte Wellen

D

6.3 Elektromagnetische Wellen in Materie

Zunachst untersuchen wir die Wellenausbreitung in homogenen, unendlich ausgedehnten

Medien [2] mit Dielektrizititskonstante ¢ und Permeabilitét pu, so dass

D=¢E, B-= u[jl, j= oE; o= Leitfahigkeit.

In neutralen Medien verschwindet die freie Ladungsdichte ¢ = o = 0, und die Maxwell-

Gleichungen werden

=
'
<t
esf]
Il
o

o | §
Q
ey}
<t
T

I
o
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Wellen in Medien lassen sich durch die Telegraphengleichungen [3| beschreiben, die

fiir o = 0 (in Isolatoren) in normale Wellengleichungen tibergehen:

Die Rotation der 2. Maxwell-Gleichung ist

- = 4T L - L . = Y= = .
E%vxE+%avxE=Vx(vXH)=V(VH)—(VV)H=—AH
und mit der 1. Maxwell-Gleichung;:
en®H  dropOH #
- - ———— =-AH
Aot 2 ot
_ 54 -,
s|Ag=Lp+ g
c c
sowie analog fiir das elektrische Feld
. e s Amop s
AFE=—<E+——F|.
c c

Fiir 0 = 0 folgen aus den beiden Telegrafengleichungen die Wellengleichungen in Isolato-
10 . 1 0 -
—— -A|E=0, ——-A|B=0,
(62 ot? ) (62 ot? )

mit der Lichtgeschwindigkeit im Medium

ren:

c

¢

2

und dem Brechungsindex

&
n::=-

= JEh| .

Oft gilt p ~ 1 = n ~ \/e. Fiir sichtbares Licht und transparente Medien ist 1 < n < 2.

C

Fiir Rontgenstrahlen und in Plasmen ist n < 1. Die Dispersionsrelation fiir Isolatoren mit

(p,e) wird

mit
e € >1 (Vakuum 1.0, Luft 1.00059, Wasser 77),
e 1> 1 in Paramagnetika, ;> 1 in Ferromagnetika, oder 0 < < 1 in Diamagnetika,

d. h., fiir g < 1 kann die Phasengeschwindigkeit des Lichts ¢ im Medium (= Geschwindigkeit
der Wellenfront) grofer als > ¢ werden. Die Geschwindigkeit der Photonen ist jedoch durch

die Gruppengeschwindigkeit bestimmt, die bei normaler Dispersion stets kleiner als ¢ ist.
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Phasen- und Gruppengeschwindigkeit

Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit ¢ (bzw. ¢ in Medien) ist die Phasengeschwindigkeit
der Welle, d.h. ihre Phase ¢ = kZ — wt schreitet mit ¢ fort. In einer Dimension sind die

Orte gleicher Phase zu verschiedenen Zeiten gegeben durch

kx —wt =const = kdr—wdt=0

d
d—f = % =c| Phasengeschwindigkeit.

Bei Uberlagerung von Wellen verschiedener (benachbarter) Frequenzen zu einem Wel-

lenpaket ist dessen Gruppengeschwindigkeit u i. Allg. von ¢ verschieden,

_dw

= Gruppengeschwindigkeit.

u

Sie ist z. B. eine wichtige Grofe in der Wellenmechanik, wo die de Broglie-Wellenlénge

eines Elementarteilchens umgekehrt proportional zur Gruppengeschwindigkeit ist,

h h h
A=—=—— = u=——.
p m-u mA
Fiir monochromatische Wellen mit w = const ist die Phasengeschwindigkeit gleich der
Gruppengeschwindigkeit. Bei Wellenpaketen gilt: Nur bei dispersionsloser Wellenaus-
breitung (d.h., die Phasengeschwindigkeit héngt nicht von der Wellenliange ab) fallen
Phasen- und Gruppengeschwindigkeit zusammen, so dass eine Wellengruppe ohne Form-

anderung fortschreiten kann:

w=ck = dw=cdk = Z—zzczu.
Im Allgemeinen ist jedoch
d dk 2
dw = cdk + kde, (u=£; k=2mA7, EZ_TZ)

dc dc dcdA de \? dc dc
=u=c+k—, —==——=-—— = k—=-)\—

dk dk d\dk d\ 2w dk d\
=>u=c- )\% . Zusammenhang Gruppen-/Phasengeschwindigkeit

Dies ergibt die drei Félle:
» keine Dispersion: j—f\ =0 => u=c

« normale Dispersion: % >0 = u<c
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« anomale Dispersion: j—f\ <0 => u>c

(Im Fall anomaler Dispersion breitet sich Information jedoch mit einer Signalgeschwin-

digkeit v < ¢ aus, die von der Gruppengeschwindigkeit u verschieden ist.)

6.3.1 Elektromagnetische Wellen in Leitern

Wir betrachten zundchst homogene Leiter mit der Leitfahigkeit o (Einheit im Gaufs-
System 1/s) und der Stromdichte j = j; der freien Ladungen ¢ = gof, j = oE. Fiir die
meisten Leiter gilt ;1 ~ 1, und wir setzen hier p = 1, so dass H = B, und die Maxwell-
Gleichung fiir V x H wird

R - 1 = 4 N
UxB--cE="gE|.
C C

Fiir die Ausbreitung monochromatischer ebener Wellen im Leiter mit Kreisfrequenz w

und
E= E| —iwt _ E| i(ki-wt) _ | —iwt
= =o€ = L4=0,2=0€ ) 0= 0lt=0¢

D _ D —jwt Tz —iwt
B = B’t:oe ) J= ]|t:oe )

folgt
Lo~ Ar
Vx By+ (S2e - L5)Ey=0.
& C

Wir fiihren eine komplexe Dielektrizitidtskonstante ein als

4 .= .
e(w)=¢- Zo| sodass ¥xDBy+ E»s(u))EO =0.
iw ¢

Die Kontinuitétsgleichung o+ Vj = 0 ergibt einerseits
—twoy + @jo =0,

so dass mit Dy = eEy, VD = 4mp und g, = %@30 folgt

5(&))@.@0 = 0 .

Die Ergebnisse fiir die Dispersionsrelation von Isolatoren lassen sich auf Leiter {iber-

tragen, wenn wir € durch e(w) ersetzen:

2
k? = s(w)w—2 fir Leiter, k= \/&t(w)g :
c c
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Fiir reelle Kreisfrequenz w wird der Wellenvektor k& komplex, da e(w) komplex ist (die
Feldstiirke E ist stets reell):

Ve(w) =n+ik,

k=lk = Zn+in| [k =rmw)]
C

und mit

ezkz — ezwnz/cfwnz/c

ergibt sich wegen des Dampfungsterms e <%/

Déampfung fallt die Amplitude der E- und B-Felder auf einer Strecke

eine gedampfte Welle. Aufgrund der

auf 1/e ab; man nennt d die Eindringtiefe.

o

In e(w) =€ - 222 ist fiir hinreichend kleine Frequenzen w:

4o Ao
— > = g(w) v ——
W

w
4 2 2
=>e(w) =~ —%=(1+i)\/% wegen (1+i)2=2@'=_;

) . 2ro
=n+1k Mt n=kKk-= D
w

C

V27row |

Mit d o« 1/\/w wird die Eindringtiefe bei hoheren Frequenzen klein: Die Wellen breiten

sich nur im Aufenbereich des Metalls aus.

=|d=

Beispiel Kupfer: o =5,8-10'7/s fiir w = 27 - 50/s (Frequenz v = 50 Hz)

=>dx~ 3:100cm ~ 0,088 cm ~ 9mm. Fiir v =5-108Hz: d ~2,8-10"*mm.
V25,8107 -2750

Frequenzabhingige Leitfahigkeit o(w)

Im Allgemeinen ist nicht nur die Dielektrizitatskonstante (w), sondern auch die Leit-
fahigkeit von der Frequenz abhingig: ¢ = o(w). Wir untersuchen ein einfaches Mo-
dell fiir o(w): Die Leitfahigkeit kommt durch die Bewegung von Elektronen mit Masse
m =m, = 511keV/c? und Ladung g = —e zustande; sie sind infolge der Stéfe mit anderen

Teilchen einer Reibungskraft oc ¥ ausgesetzt.
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= Bewegungsgleichung:

3 = o
mi=qF - —2|.
T

Die Relaxationszeit 7 ist umgekehrt proportional zum Reibungskoeffizienten, 7 o< %

Fiir freie Ladungstrager mit Dichte o = g ist die Ladungsstromdichte j = j;:

=

j: 0T =mng- qi, ng = Dichte der Ladungen g,

m83_~ m -

= =q
ngq Ot Ng-q-T

Im stationaren Fall g—z = 0 ist mit j = o E die statische Leitfihigkeit

_"o‘qz'T
0T T

Die Bewegungsgleichung wird dann nach Multiplikation mit “¢<T

8 0T -
0 _maTp
825 m

lasst sich mit der statischen Leitfdhigkeit o also schreiben als

8] S
ool -71.
"ot~ J

Fiir eine periodische Zeitabhéngigkeit j = joe ™", E = Eye™™* folgt
(1 - Z.CL)T)EO = 00E0

bzw.
Og

Jo=0(w)Ey, o(w)= i’

und die komplexe Dielektrizitdtskonstante wird mit der frequenzabhéngigen Leitfahig-
keit

Ao

e(w)=e-

iw(1 —idwT)

Bei niedrigen Frequenzen wr <« 1 gilt ndherungweise das gleiche Ergebnis wie fiir

frequenzunabhéngige Leitfahigkeit mit o — 0,; bei hohen Frequenzen wr > 1 folgt

2
5(w)ﬁ8—47mo =€- 47m0q (1—47m0q2):5(1—ﬁ)

Tw2 mw2 5mw2 w2

mit der sogenannten Plasmafrequenz

[47Tn0q2 ]1/2
wp=|—— .

em
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Fiir Frequenzen unterhalb der Plasmafrequenz, w < w,, wird e(w) negativ, d.h. \/e(w) =

n + ik ist rein imagindr mit n = 0 und

w2 1/2
k=lel— -1 :

die Welle ist mit e™**/° exponentiell gedampft, es gibt keinen oszillierenden Anteil.
Fiir Frequenzen oberhalb der Plasmafrequenz, w > w,, ist € >0, d.h. \/e(w) = n ist reell

(k=0) mit
W2 1/2
el 2

Bei diesen hohen Frequenzen gibt es keine Dampfung, der Leiter wird transparent.
Bei Kupfer ist £ =3,7-10"/s, 04 =5,8-10"/s, w, = 1,6 - 10'/s.

Sichtbares Licht ist im Frequenzbereich w = (2,4-5,2) - 10"/s, d.h. w < w,: Kupfer ist

undurchsichtig, jedoch transparent fiir harte Rontgenstrahlen.

In Elektrolyten ist dagegen die Ladungstragerdichte ny kleiner und m grofser, so dass die

Plasmafrequenz niedriger ist = Elektrolyte sind wegen w > w,, in der Regel durchsichtig.

Plasmaschwingungen

Fiir w = w, ist e(w) = 0, so dass die Gleichung £(w)VE, = 0 longitudinale elektrische
Wellen zulasst
E(z,t) = Eye'F=>pD); B = .

Sie entsprechen Schwingungen der Ladungstrdger ohne Reibung, d.h. ungeddmpften
Schwingungen des E-Feldes in Richtung der Wellenausbreitung: Dies sind die Eigen-
schwingungen eines Plasmas; die Plasmaschwingung in einem Metall ist eine kollektive

longitudinale Anregung des Leitungselektronengases.

6.3.2 Elektromagnetische Wellen in Hohlleitern

Fiir o(#,t) =0, 7(#,t) =0, und € = y = 1 (Vakuum) im Innern eines Hohlleiters (Abb. 6.6)

gelten die freien Maxwell-Gleichungen

. - 10B .-
E=--"2 E=0
v c ot’ v ’
. - 10E -
vxB-222  9p-0

cot’
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Abb. 6.6 Hohlleiter

Die freien Maxwell-Gleichungen sind symmetrisch beziiglich der Vertauschung £ - B und
B — —E, siche Abschn. 6.1. Dementsprechend gilt der Ansatz fiir E- und B-Feld

E(fa t) = Eo(i'a t)ei(kzz—wt)7
B(&,t) = By(&,t)e'k===wt),
Die Bestimmung der z- und y-Komponenten der Felder lasst sich auf die Bestimmung der

z-Komponenten zuriickfiihren. Einsetzen in die Maxwell-Gleichungen ergibt vier gekop-

pelte Gleichungen fiir Ey,, Ey,, By,, By,. Daraus folgt durch Linearkombination, und mit
k= i—j — k? eine Relation zwischen den (z,y)- und z-Komponenten:

k?_(é;tEOx + ézEOy) = ZkzﬁE‘Oz - Zféz x 6BOZ )
C
o= w_ -
ki(éxBOx + éyBOy) = ZkszOZ ti1—e, X VEOZ .
C

Die Gleichungen fiir die z—Komponenten folgen durch Einsetzen der Ansétze in die Wel-

lengleichungen OF =0, 0B = 0 als

0? 0?

(@ + 07 + kf) Eo,(7,y) =0,
H? 02

(@ + a—yz + kJQ_) BOZ(ZU,y) = 0

Zur Losung sind die Randbedingungen auf dem Hohlleiter erforderlich: E” =0, B =0
auf dem Rand, d.h. E - Blgaq = 0

2
w

Beachte: Wellenausbreitung im Hohlleiter findet wegen k? = - k* > 0 nur oberhalb

einer kritischen Frequenz statt, w > w,, = ck,.

Transversal elektrische Wellen im Hohlleiter (TE-Moden)

Das E-Feld steht senkrecht auf der Ausbreitungsrichtung der Hohlraumwelle, Ej, = 0.
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(] Abb. 6.7 Hohlleiter mit rechteckigem Querschnitt

Beispiel: Hohlleiter mit rechteckigem Querschnitt (Abb. 6.7), Seitenlénge a, b

Ey, =0 im gesamten Hohlraum, F} =0 auf dem Rand
(02+02+k?) By, (z,y) =0

Separationsansatz: By, (z,v) = ¢;(2)g,(y)

= Differenzialgleichung 2. Ordnung fiir g,, g,; Losungsansétze:
g1(x) = Bycos(c1z + 1)
92(y) = cos(cay + 2)

Zur Erfiillung der Randbedingungen muss VB,, = 0 auf dem Rand gelten:

91(2)g2(y)
VB, = | g1(2)g5(y) 20 auf dem Rand,

0
91(0) = g1(a) =0,

92(0) = ga(a) = 0.

= Losung fiir die z—Komponente:

)cos(ﬂ%y) m,neN, m>0, n>0, m+n>1

BOz(xay) = BO COos (mﬂx

, 2 2 L.
mit k? = (%) + (”T”) , kritische Freqenz: w,, = m

Analog TM-Moden mit B, =0,

Ey,(z,y) = Eysin (mwm) sin (nzy) :
a
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6.4 Wellenpakete

Die bisherige Beschreibung galt fiir ebene monochromatische Wellen zu festem |/5| bzw.
fester Wellenlédnge A = 27” (einfarbig). Signale werden jedoch durch Wellenpakete tiber-
tragen, die aus unterschiedlichen Fourier-Komponenten mit einer Verteilung der Wel-

lenvektoren entsprechend f(k) bestehen, s. Abschn. 6.3.

Bei Ausbreitung der Welle in z-Richtung wird der Vektor des elektrischen Feldes mit
k= (0,0,k,)

E=Ey(ay) [ dbof(h)el=a ).

Die Verteilungsfunktion f(k,) hat bei k, = k¥ ein Maximum und fillt fiir andere k,-Werte
rasch ab (Abb. 6.8).

f(E)

Abb. 6.8 Verteilungsfunktion der
Wellenvektoren im Wellenpaket

o Tk

z

Eine Entwicklung von w(k,) um k° ergibt:

dw(k.)
dk,

w(k,) = w(k?) + | o (k= kD) + ...

mit Gruppengeschwindigkeit % = v, d.h. die (Signal-)Geschwindigkeit, mit der sich
das ganze Wellenpaket bewegt (s. Abschn. 6.3). In linearer Nédherung ist demnach

E = Ey(x, y)ei[kgz’”(kg)t] ~f(z=ut) mit f(z-ut)= f dsz(kiz)ei(kfkg)(z’“t) :
Die Phase im Vorfaktor ist
o=k 2 -w(kD) L
sie bewegt sich mit der Phasengeschwindigkeit

dz w(k?)
Uph - %L@ - ]{?0

=cC.
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Die z-Abhéangigkeit der Amplitude steckt in der Funktion f(z - ut): Das Wellenpaket
bewegt sich mit der Gruppengeschwindigkeit u in (positive) z-Richtung.

Bei Hohlleitern mit w = c\/k? + k%, k* = ‘;’—22 —k2=k2+ kf, gilt fiir Wellenpakete:

Beispiel: Gaufs’sches Wellenpaket

Ist die Welle mit einer Gaufsfunktion moduliert,

0,2
_(kymky)

f(k,)=e (2/a)?

lasst sich das Integral zum Zeitpunkt ¢ = 0 analytisch l6sen,

0,2
(ky=kz)

E(#,t=0) = Ey(,y) fdkz e @’ et = Ey(z,y) - \fdn/a e e,

= A(z)

d. h. es ergibt sich eine Gauft-Funktion im Ortsraum, in der Ausbreitungsrichtung der
Welle: Die Amplitude der Welle ist nur noch in einem bestimmten Bereich deutlich von
Null verschieden (Abb. 6.9). Mathematisch gesprochen: Die Fourier-Transformation einer
Gauk-Funktion (= die Frequenzverteilung im k-Raum) ergibt wieder eine Gaufs-Funktion

(= die Amplitudenverteilung im Ortsraum).

Dargestellt ist der Realteil von ¢(2) = \/47/ a2e™7 17" k27 it g = 4, kY = 8 in dimensions-

losen Einheiten.

-0.5 - n
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Abb. 6.9 Ausbreitung eines Wellenpakets in z-Richtung

Bei Dispersion ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Welle frequenzabhéngig — z. B.
bei Licht in Materie — und das Wellenpaket zerlauft, d.h. die rdumliche Breite wéchst
mit der Zeit, die Unbestimmtheit (in der Lokalisierung: z. B. bei Wellenpaketen, die ein

Teilchen darstellen) wird grofser.
Wellenpakete ohne Dispersion behalten ihre Form; man nennt sie Solitonen.

Elektromagnetische Wellen breiten sich {iber einen groffen Wellenldngenbereich von
wenigen Zentimetern bis zu einigen Kilometern (Frequenzbereich 20 kHz — 2 GHz) mit
konstanter Geschwindigkeit aus, es gibt dort keine Dispersion und demnach kein Zerlaufen
der Wellenpakete.

Beispiel: Kurze Spannungsimpulse durchlaufen ein Koaxialkabel, werden am offenen Ende
reflektiert und laufen zuriick, ohne dass ihre Form sich éndert. Ohm’sche Verluste bewirken

jedoch eine gewisse Amplitudenabnahme.

Fourier-Transformation

Bei der Darstellung des Wellenpaketes als Integral iiber eine Verteilungsfunktion im k-Raum
haben wir die Fourier-Transformation benutzt, die sich fiir eine quadratintegrable Funk-

tion f(Z) allgemein darstellen lasst als

d3
(27

mit der Fourier-Transformierten f (l;:), fiir die gilt:

f(@) =

)3f(/<) e/

F(E) = [ B f(7)e | |

Die (inverse) Fourier-Transformation von f (/;) ergibt wieder die Ausgangsfunktion; die

Delta-Distribution ist dabei
E:T:
/ (27?)3 '

Die Fourier-Transformation ist hier eine unitdre Abbildung vom Ortsraum (%) in den
k-Raum. Analog gibt es eine kontinuierliche Fourier-Transformation vom ¢-Raum in den

Frequenzraum,

0= [ SEi@e ™ wmd fw)= [ dipe
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Allgemein lasst sich jedes Wellenprofil aus monochromatischen Wellen zu festem & und

w = ¢|k| durch vierdimensionale Fourier-Transformation erzeugen, (s. Abschn. 6.1)

N T
$@)= [ Gryrf e

mit kux“ = wt — k7.

6.5 Reflexion und Brechung an Grenzflachen

Trifft eine elektromagnetische Welle auf eine Grenzflache zwischen zwei Medien wird in
der Regel ein Teil reflektiert; der Rest dringt im Medium ein (Abb. 6.10). Die Medien sind
durch (ey, ;) und (ey, po) charakterisiert. Die Grenzfliache ist bei z = 0, der Wellenvekor
der einfallenden Welle ist /;;1, der reflektierten l?:’l" und der transmittierten 12:2. Die Winkel

der Wellenvektoren mit dem Normalenvektor €, sind «, 5,7 (Abb. 6.10).

z
€, ks
€15 M y
Abb. 6.10 Reflexion und Brechung an Grenzflachen
€a; K2 o
k, kT

Sofern es keine Flédchenladungen an der Grenzfliche der beiden Medien gibt, sind die
Normalkomponenten D,, B, von D und B stetig an der Grenzfliche und die Tangential-

komponenten E), H; von E und H ebenfalls stetig an der Grenzfliche.

Die einfallende Welle ist gegeben durch

E1 _ Egez‘(/}lfl—wlt)

sowie mit der Dispersionsrelation fiir nichtleitende Medien k; = |/, %

, ey x E
=| B, = /111 kl; L (s. Abschn. 6.1 und 6.3).
1

Die reflektierte Welle wird

— —

o 0 (R F—wiet D
By, = EY e/ urtur—ent), By, =1y ———
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und die ins Medium 2 eindringende Welle

—

/’{;2><E2
ky

Ey= Egei(%ﬂrwﬁ% By = \/Z311
Aus den Stetigkeitsbedingungen an der Grenzflache
Ej=Ej,  Hj=Hj,
Dl-D%  Bl-B}
folgt, dass Vt die Phasenfaktoren bei z = 0 gleich sein miissen:
ei(EIJEQ—wlt) _ ei(l?:zaz«g—WQt) _ ei(lélri—wlrt)j
so dass

kl.f - wlt = k‘Qi‘ - C{)zt + 27Tm2 = kl’r"f - C{)l,’.t + 27Tm1 mlt m17m2 € Z

Insbesondere muss dies gelten fiir my, = m, = 0 und bei Z = 0 (dort trifft die Welle auf die
Grenzschicht):

:>CU1 :CUQ:W]_TEW.
Die Frequenz bleibt bei Brechung und Reflexion gleich.

Wegen k7 = kod = k@ liegen ky,ky, Ky, in einer Ebene (= Einfallsebene). Fiir einen

(beliebigen) Punkt auf der y-Achse Z =y - €, ergibt das
kiysina = ky,ysiny = kyysin 3,
und mit der Gleichheit der Frequenzen folgt

w w
ky = E\/51M1 =ky, ko= E\/52N27

sowie
. . sin « \/E9g * o Noy
sina=siny = «a="7, - = ==
sinf \Erp m
oder

‘a:% nlsinoz:ngsinﬁ‘.

Es gilt Einfallswinkel = Austrittswinkel bei Reflexion mit den Brechungsindizes n, = /€y 1z,
k =1,2. Dies ist das Snellius’sche[g_g] Brechungsgesetz.

3Willebrord van Roijen Snell (oder Snellius; x1580 Leiden, +1626 Leiden), niederléndischer Astronom
und Mathematiker.



132 Literatur

Literatur

[1] Simonyi, K.: Theoretische Elektrotechnik. 10. Aufl., J. A. Barth, Ed. Dt. Verl. der
Wiss., Berlin, Leipzig, Heidelberg (1993)

[2] Feynman, R. P., Leighton, R. B., Sands, M.: The Feynman Lectures on Physics, Bd.
II, Kap. 32. Addison-Wesley, Reading (1966)

[3] Schwab, A. J.: Begriffswelt der Feldtheorie. 6. Aufl., Springer, Berlin, Heidelberg (2002)



7 FELDER BEWEGTER LADUNGEN — ELEKTRODYNAMISCHE POTENZIALE 133

7 Felder bewegter Ladungen — elektrodynamische

Potenziale

7.1 Inhomogene Wellengleichungen und Green-Funktion

Zur Beschreibung bewegter Ladungen mit Ladungsdichten o(%,¢) und Stromdichten

7(Z,t) miissen wir eine inhomogene Wellengleichung lésen,

1
OAM = +—j#| mit 0= ——s -V
C C

Sie folgt aus den Maxwell-Gleichungen mit Quellen
v Am ‘1L

d,F = — jt

analog zur homogenen Wellengleichung
oA* = 0,0" A" =0,
die aus den Maxwell-Gleichungen im Vakuum
0,F" =0

in der Lorenz-Eichung 0, A" = 0 der Potenziale folgt.

Das Problem lasst sich mithilfe der Green’schen Funktion losen. Anders als in der

Elektrostatik héngt sie bei dynamischen Problemen jedoch von Ort und Zeit ab:

OG(#, ;7)) = +4n8>(F - 7)o(t - t') |,

2
(12—;2 - 62) G, ;7 1) = +47m8 (7 - 7)o (t 1),
C

d. h., der d’Alembert-Operator wirkt nur auf die ungestrichenen Koordinaten. (G enspricht
dem Potenzial einer in Raum und Zeit punktférmigen Quelle.) Ist die Green-Funktion

bekannt, folgt die Losung der inhomogenen Wellengleichung
DA# - +4_7Tj:u
c

als

1
AR 1) = = f Brdt! G(F 67,1 - (7 1)
C
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denn
DA“(F,t):lfd3r’dt’ o G(7,t;7, 1) - g (7, 1)

—+—fd3 e’ 5 (F — 7)ot~ ') (7, 1)
:+477Tj“(7*,t).

7.2 Bestimmung der Green-Funktion mit funktionentheoretischen

Methoden
Wir stellen zunachst die Deltafunktionen in # und ¢t durch ihre Fouriertransformierten
. .1 r ,
t _ t, - f —zw(t—t )’
2

dar:
= _ = 1 k(7T
63(T_r): (27T)3/d3kek( )7

G(7,t;7,t) [dSkfde(k w)eih (=) gmiw(i=1)

und analog die Green’sche Funktion
mit der Fourier-Transformierten G(k,w). Wir wenden nun den d’Alembert-Operators auf

" (2n)

k(77 | qmiw(t=t)

G an und erhalten

(271T)4fd?’k/dwé(/%?w),(l?_bz_j).ez

oG (7, ;7,1 =
= +4n 53 (F - 7)o(t - t)

Durch Vergleich mit den Fouriertransformierten der Deltafunktionen folgt
k- =
c?

G(k,w) - ( 2) 4T |

die Fourier-Transformierte der Green-Funktion wird
~ - 47
G(k7 w) = ]%2 . UJ_22 )
C

i[k(F-7")~w(t-t")]

und die Green’sche Funktion ist dementsprechend

1 d7e
r t _’,7t, = f dgk/ d -
(7 ) (2m)* wk202 —wQe

Sie beschreibt den Effekt einer Ladung am Ort 7 zur Zeit t" auf den Punkt 7 zur Zeit ¢
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Aus Kausalitatsgriinden muss ¢ > ¢’ sein, so dass G(7,t;7,t") = 0 fiir t < t": Die Ladung zur
Zeit t' wirkt auf Zeiten ¢t > ¢', und die Bestimmung von G mit funktionentheoretischen
Methoden soll diese Bedingung beriicksichtigen. Bei gegebenem Viererstrom j* folgt

dann das Viererpotenzial A* wie beschrieben.

Setze in der Green-Funktion zur Vereinfachung Re=F-#, 1=t -1t

G(R.7)= [ d*% f dw < kQ el

und betrachte zunéchst die k-Integration; ¥ = < (R, k)

I::R ikRcos?
1= [ & T fd(cosﬁ)fdgofdka °

, kR _ g kR 1
_9 f dk k
4 kR (ke+w)(ke—w)

esz

o
= — kk
ZR_—O[ d (kc+w)(kc-w) ’

da das Integral symmetrisch bei Vertauschung k — -k ist. Mit
2kc 1 . 1
(kc+w)(kc-w) ke+w ke-w

wird

1

s ror A 1 1
o t= [k ZkR[ ]
iRc! iRe . ¢ k:c+w+kc—w
Das Integral I; hat zwei Pole bei k = +%. Wir 16sen es durch Konturintegration in der
komplexen k-Ebene (Abb. 7.1) mit

k =Re(k) +ilm(k), kR _ giRRe(k) o-RIm(k)

Im(k)

e R Abb. 7.1 Konturintegration in der kom-

/ Y plexen Ebene

Ein Integral {iber einen geschlossenen Weg in der komplexen Ebene verschwindet, wenn
keine Pole eingeschlossen sind. Liegen Pole im umschlossenen Bereich, ldsst sich das
Integral nach dem Residuensatz auswerten. Wir verwenden hier die entsprechenden

Definitionen und Sétze aus der Theorie der komplexen Funktionen.
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Residuum

Hat eine analytischd™| (differenzierbare) Funktion f(z) mit z € C in 2 = a eine isolierte,

einfache Singularitat, dann heifst der Grenzwert
lim (2 - %) f(2) = Res[f(2); 2],

das Residuum erster Ordnung von f(z) bei a.

Beispiel: Sei f(z) = 22'3:2; einfacher Pol in z = +ia

Res[f(2);+ia] = lim [(Z—ia) ei? ‘| . ¢t oo

z—ia 22 +a® z—~ia 2 +1a 214

analog ist Res[f(z2); —ia] = —<-

2ia”
Cauchy’scher Integralsatz

Sei f(z) analytisch (holomorph) auf G ¢ C und C eine einfach geschlossene Kurve, dann

jlgdzf(z):().
c

ist

Residuensatz

Sei f(z) eine auf G c C aufer in endlich vielen Punkten a,, a,, ..., ay analytische Funktion
und C eine geschlossene, stiickweise glatte Kurve, die ganz in G liegt und die Singularitdten

aj, umschliefst, dann ist

1 N
ﬁfdgf(f) - > Res[/ ()],

Anwendung auf die Berechnung bestimmter Integrale:

Ist f(z) fir Im(z) >0 (obere Halbebene) mit Ausnahme endlich vieler singuldrer Punkte

aq,...,ay analytisch und ist z = oo eine mindestens 2-fache Nullstelle von f(z), so ist

/ de f(x) = QWiI;RGS [f(2);a;]-

“Fine analytische Funktion ist lokal durch eine konvergente Potenzreihe gegeben. Im Komplexen sind

die Eigenschaften analytisch und holomorph &quivalent.
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Beispiel:
d 1 1 2m

a 5 = QWi-lim[(z—i)—Z] =27 - lim —— = ﬂ

l+z 2o 1+2 ami z i 2

=T

(Beachte: der singuldre Punkt z = —i liegt in der unteren Halbebene = sein Residuum
wird nicht berticksichtigt.)

Berechnung des Integrals I,

+o00
) 1 1 ™
1= [ ak ”fR[ ]; =T
! E ¢ kc+w+kc—w iRe !

Die Anteile zum Integral I, in der komplexen Ebene gehen wegen e %) gegen Null,
wenn das Integral in der oberen Halbebene geschlossen wird (denn dort ist Im(k) > 0).

Das Integral ist dann gleich seinem Wert ldngs der reellen Achse.

Im(k) Im(k)
A N Py T
// N ’ AN
’ \ 4 \
7 \ 4 \

7 \ 4 \
1 \ 1 \
1 \ 1 \
" /—\‘ ’—\\\ l " | | l

Re(k) Re(k)
- e - 2
Im(k) Im(k)
¢’-_(--“~ —"'_(--‘~
P3 /,” \\\\ P4 /,” \\\\
7 N ’ N
’ \ ’ \
’ \ ’ \

1 \ / \
i \ ! \
] \ ! \
: e L o

Y ! ‘ Y ‘
- Re(k) o Re(k)
- 2 - 2

Abb. 7.2 Integrationswege in der komplexen Ebene

Die Pole bei k = +% werden in der komplexen Ebene oberhalb oder unterhalb umgangen
(Abb. 7.2). Wegen der Symmetrie des Integrals zwischen +k und -k soll jeweils entweder
der eine oder der andere Pol im Integrationsgebiet liegen (die Integration lauft lings

der reellen Achse vom negativen in den positiven Bereich, die Pole werden wechselseitig
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umlaufen). Es ist fiir den Weg lings

P =0, (wegen des Cauchy’schen Integralsatzes)
Py: I, = 2mi [e‘i%R + e”%R] , (entfallt, da beide Pole umschlossen)
c
2w w
Py I1=ﬂe_cha ( :__)
c c
2ml ep w
Ppe I = iz, A
c c

bzw.

= Die Green-Funktion ist nur fiir ¢’ = ¢ ¥ |F — 7’| /c von Null verschieden.

Zur avancierten Green’schen Funktion mit ¢’ = ¢ + |F — 7'|/c trdgt nur ¢’ > t bei = der
Beitrag zum Potenzial A*(7,t) hingt von j*(7',t') zu spéterer Zeit ab = es wird eine
Wirkung in die Vergangenheit beschrieben, die in der Regel unphysikalisch ist, jedoch in

der relativistischen Quantenfeldtheorie eine Rolle spielt.

Die retardierte Green’sche Funktion mit ¢' = ¢ — |F —7'|/c ist die — in der klassischen
Elektrodynamik — physikalisch relevante Losung; die Wirkung breitet sich von (7/,¢")
nach (7,¢) mit Lichtgeschwindigkeit aus (d. h. in die Zukunft — s. Minkowski-Diagramm).
Wegen der Verzogerung der Wirkung heifst die Losung retardiert. Die Laufzeit ist

7 - 7|/c.

Mit der Green-Funktion folgt das retardierte Viererpotenzial A* = (®, A) aus dem Integral

iiber den Viererstrom j* = (co,7) :
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bzw. getrennt fiir skalares Potenzial und Vektorpotenzial:

(7, t) = [d3’ rf_jfﬂ) : A(F,t):lfd3r’w.

C

Die Wirkung von Ladungen ¢ und Strémen j ist demnach umso mehr verzogert, je weiter
sie vom Ausgangspunkt 7 entfernt ist. Durch die endliche Laufzeit elektromagnetischer
Information héngt also das Potenzial — und damit die Kraft auf ein Teilchen bei (7,t) —

von der Position des Teilchens zu fritheren Zeiten t' =t — R(t")/c ab.

Fiir die allgemeine Losung des Problems muss zur speziellen Losung, die wir mit Hilfe
der Green-Funktion gefunden haben noch die homogene Losung (Uberlagerung von ebenen
Wellen) addiert werden.

7.3 Liénard-Wiechert-Potenziale fiir bewegte Punktladungen

Als Folge der Retardierung sind die elektrodynamischen Potenziale im allgemeinen Fall
schwer zu berechnen: Man muss iiber Ladungen und Strome auf dem Riickwértslichtkegel

des Ereignisses bei (7,t) integrieren, um das Potenzial am Ort 7 zu erhalten.

Fiir bewegte Punktladungen ¢, deren Trajektorie (Bahn) 7, (#) man kennt, lassen sich
die Potenziale jedoch exakt berechnen@ Obwohl sie vor der Formulierung der speziellen
Relativitdtstheorie abgeleitet wurden, erweisen sie sich wie die Maxwell-Gleichungen als
relativistisch invariant [2]. Sie sind jedoch nicht fiir die Beschreibung von Quantenphéno-
menen (z. B. zur Berechnung der Bahn eines Elektrons im Atom ohne Strahlungsemission)

geeignet — das erfordert vielmehr eine quantentheoretische Beschreibung.

Ladungs- und Stromdichte des auf der Trajektorie 7, () bewegten Punktteilchens sind
gegeben durch

o(F, ) = q0°(F=7,(1)),  J(7,1) = qi(t) (7 ~7y(1)) -

Einsetzen in
AR 1) = f Brdt G -7t — ") (1)

mit der Green-Funktion

1 = =
G -t-ty= 2 sfe-py -7
7= |

1 Alfred-Marie Liénard (1869 Amiens, 1958 Paris), 1898 und Emil Wiechert (%1861 Tilsit, +1928 Got-
tingen), 1900 haben die Potenziale unabhiingig voneinander berechnet.
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ergibt fiir das skalare Potenzial mit j° = co

1 -
@(F,t):fd?’r’[dt’mé(t’—ﬂ I CT|)q53(f'-fq(t')).

Das Resultat der 7'-Integration ist

(7, 1) = /dt (t)| (t’—t+&§(t,)|).

|7 =7 (2]
C

Substituiere
Y / 1 \\2 / 1/2
w=t —t+ :t—t+z[(:c—:cq(t)) +(y—yq(t)) +(z- z(t))]

die Ableitung nach ¢" wird dann

dw 1 . . .
i 1- m [(x - xq)xq +(y - yq)yq +(z- zq)zq]
) [7 -7, ()] 7, (t) i n(to(t")
dr-7,(t) c

mit dem Einheitsvektor der Ladung zum betrachteten Punkt 7, 7 := =% Multlphkatlon
der Gleichung mit dt’ ergibt dw = (1 - M) dt’, und das skalare Potenmal wird [3], 4]

g :
() = [ _n(t(w))v(t(w)) oy )

= Nur w =0 tragt bei

q 1
77, (6,)] 1 - 2D

=|O(7,t) =

Dabei bedeutet w = 0 fiir die urspriingliche Integrationsvariable ¢’
t.=1-

|7 — 7 (#)] 7= 7 (8,)]

C C

t'=w+t-

Die Ladung ¢ bestimmt demnach das Potenzial ®(7,¢) aufgrund ihrer fritheren Bewegung

und Position zu retardierten Zeiten ¢, < t.

Analog folgt das Liénard-Wiechert’sche Vektorpotenzial [3, [4]

1(= qﬁ(tr) 1
A(7)t) = .
0= 5,01 TR, s

Dies sind die — bis auf Quanteneffekte — exakten Potenziale fiir bewegte Ladungen.
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Mit den Abkiirzungen (implizite Gleichungen)

—

R:F_Fq(tr)a B: U(tr);

C

t -
trzt_R(cr)7 chlt_tT|E|R|

lassen sich die Liénard-Wiechert-Potenziale vereinfacht schreiben als

c
o(it)=—2L -9
Re-Rv R-RB| o
- B=v(t)]c, A=pd.

- qu
A(7,t) = — = ——
Rc-—Rv R-RpS

Das elektrische und magnetische Feld konnen wir aus diesen Potenzialen bestimmen

B(7.0) = -9(r,1) - -

(Oder auch aus der unintegrierten Form der Potenziale, s. Abschn. 7.4.)

B(F,t)zﬁx;l.

Die — im allgemeinen Fall sehr umfangreiche — Berechnung der Felder ergibt jeweils zwei

Terme; der erste beschreibt Nahfeldeffekte der Ladung bei gleichférmiger Bewegung und

beriicksichtigt die zur Lorentz-Invarianz erforderlichen Retardierungseffekte; er ist oc 1/ R?.

Der zweite Term erscheint nur bei beschleunigter Bewegung und beschreibt Abstrah-

lungseftekte der mit B beschleunigten Ladung; er ist o< 1/R.

7.4 Felder bewegter Punktladungen, Larmor-Formel

Die E und B-Felder ergeben sich (aus der unintegrierten Form der Potenziale; hier ohne

Beweis) al
eweis) als Nahfeldterm; richtet das

Feld nach der instanten
Position der bewegten
Ladung aus, o 1/R?

A

’ v (R-RB)? ¢ (R-RB)?

Strahlungsterm; erscheint
nur bei beschleunigter
Ladung, o 1/R
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Das Magnetfeld steht also senkrecht auf dem elektrischen Feld, und auch auf dem Verbin-

dungsvektor von Beobachter und bewegter Ladung. Die Nebenbedingungen sind
R(t,)=7-7,(t,), t=t,+Rfec, v=0(,) baw. B=5(t).

Bei konstanter Geschwindigkeit ©(t,) = const = ¢f fallt der Strahlungsterm weg, und
das Ergebnis vereinfacht sich erheblich. Mit §:= R — RS wird

EFt)=L.— % Bt =

4. . « F =
7 (R-RB)?

«B+ixE,

| =
=v] I

und wg. §x E =0 wird
B(7,t) = B x E(7,t).

In erster Ordnung in 3 folgt

5

E(fvt)ﬁq 3|

. B(Rt)=qBx

2| ooy

S

also ein mit der Ladung ¢ mitbewegtes Coulomb-Feld und ein von der zeitlichen Anderung

des E-Feldes infolge der bewegten Ladung erzeugtes Magnetfeld.

Verwende hier — Beweis durch Einsetzen, mit Vektoridentitéiten —
s* = (3x B)* = (R~ RP)*,

so dass

5 5
3

E:% ]3/20<q

T st (5% By
Sowohl das E- als auch das B-Feld sind oc 1/R?.

in 1. Ordnung 3.
s

Der Poynting-Vektor der Energiestromdichte (s. Abschn. 5.2) ist demnach
S="(ExB)o1/R";
4dm

analog die Energiedichte
1

= —[E?+B*| < 1/R".
“ 8T [ ] <1/

Fiir beschleunigte Punktladungen verschwindet der zweite Term im elektrischen Feld

(o< 1/R) nicht, er stellt das Strahlungsfeld dar. Wir untersuchen diesen Fall unter der

vereinfachenden Voraussetzung, dass die Geschwindigkeit der Ladung zum Zeitpunkt der

Messung nichtrelativistisch ist, v(t) <« ¢, so dass der RS x § Term vernachlssigt wird;
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die Beschleunigung |B| muss jedoch nicht klein sein. Die Strahlungsfelder sind in dieser
Néherung
Rx (Rxv) (R-9)R-R%*

AR? 1 ’R? ’

R ix R
Bstr(r t) =5 X Estr(r t) qd—55 2R2 .

Die Beschleunigung erzeugt polarlslerte Strahlung, sogenannte Bremsstrahlung.

Ey(7,1) =

—

Wihlen wir die z-Achse in Richtung der Beschleunigung ¢, wird der Poynting-Vektor
fiir die Energiestromdichte des Strahlungsfeldes

Sstr(r t) - Estr(r t) x Bstr(r Zf)

C q2 D 2
o ¢> v?sin® 195_ q° 523in219§
T 4nd R*OR 4nd R
Die Energiestromdichte des Strahlungsfeldes ist demnach o 1/R?. Die Energie, die pro
Zeiteinheit dt (des Beobachters) in den Raumwinkel d€) = sinv didp abgestrahlt wird,

ist

B2 sin? 9 dQ dt.

2

dW = R%,dQ-S,, - dt = -2

N , 4rc
Flachenel.

3

Pro Zeiteinheit des Beobachters wird demnach die abgestrahlte Leistung (P = dd—”t/) pro

Raumwinkel ip

q 592 .92

ol 47rc3v sin“ 4.

Daraus folgt die abgestrahlte Leistung einer beschleunigten Punktladung durch Oberfla-
chenintegration

f d§) sin® 9 .

47TC

Mit

/dQ sin219:/dQ(l—cosQﬂ):27rfd(00819)-(1—008219)

und ¢ = cos ¥

+1 +1
:fdQsin219=2ﬂfdt(1—t2)=27T[t—1t3] :27T[1—1+1—l]=8—7T
J 3' 1, 3773

po2ial
33

Dies ist die nichtrelativistische Larmorf*2F Formel fiir die Abstrahlung einer beschleunig-

=

2 Joseph Larmor (%1857 Magheragall, +1942 Holywood) 1897, irischer Physiker und Mathematiker.
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ten — dabei langsam bewegten — Punktladung [I].

« Berechnet man mit der Larmor-Formel die Abstrahlung eines Atoms aufgrund der
beschleunigten Bewegung der Elektronen um den Kern, erhélt man eine mittlere
Lebensdauer von 7~ n®-6-10""s (n = 0,1,2,... die Hauptquantenzahl), d.h., das
Atom wire instabil: Die klassische Elektrodynamik darf nicht auf Quantenphéno-

mene angewandt werden.

e Im Betatron, Synchotron oder Zyklotron erfolgt die Beschleunigung auf der Kreis-
bahn durch ein duReres Magnetfeld B, iiber die Lorentz-Kraft,

. q . 3 . R -
v=—UxB, mit v.1DB,,
mc

und die abgestrahlte Leistung wird bei einer (nichtrelativistischen) kinetischen Ener-
gie der beschleunigten Teilchen von E), = %mvz mit der Larmor-Formel

2 2 9 2 2 4 4

o200 20 a q

7’B? =

2
© 38 3¢ m2c? 3m3¢e? EiBu o< B

= Die abgestrahlte Leistung ist proportional zur kinetischen Energie der beschleu-

nigten Teilchen.

» Abweichend von der vorstehenden Berechnung der Abstrahlung diirfen bei relati-
vistischen Energien (insbesondere in Teilchenbeschleunigern wie Synchrotrons) die
Geschwindigkeiten der strahlenden Ladungen nicht vernachléssigt werden. Die Nen-
ner der Ausdriicke fiir £ und B, 1/(R - Rj)%, werden dann in Vorwirtsrichtung
klein, und auf einer Kreisbahn wird der Lichtkegel in Bewegungsrichtung gebo-

gen (Synchrotronstrahlung).

« Die Ableitung der relativistischen Larmor-Formel — ohne die bisherigen Néhe-
rungen, aus den Lorentz-invarianten Liénard-Wiechert-Potenzialen — ist wesentlich

komplizierter. Man erhalt

2q2

P-= m [52 —( B x 5)2] relativistische Larmor-Formel

(erstmals abgeleitet von Liénard 1898). Sie enthélt den Effekt der Geschwindigkeit
3 und der Beschleunigung f auf die abgestrahlte Leistung. Aufgrund der Propor-
tionalitit zu v° = 1/(1 - %) ist die Abstrahlung fiir 8 <« 1 gering; fiir 3 — 1 strahlt
das beschleunigte Teilchen jedoch sehr grofte Anteile seiner relativistischen Energie

als elektromagnetische Wellen ab.
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Stehen Geschwindigkeit und Beschleunigung senkrecht aufeinander (wie auf der
Kreisbahn), wird die abgestrahlte Leistung um den Term (|]|3])? reduziert: Je

schneller die Bewegung, umso stéarker die Reduktion.

Durch den Term 1/(1-%)? = 4 im Vorfaktor wiichst jedoch insgesamt die ab-
gestrahlte Leistung mit wachsender Geschwindigkeit 3 = 2. (Die spezielle Relativi-
tatstheorie zeigt, dass fiir geladene Teilchen mit endlicher Masse $ = 1 unmdoglich
ist.)
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8 Hertz’scher Dipol

8.1 Zeitabhangige Potenziale des Dipols

Wir behandeln jetzt die Abstrahlung schwingender Ladungen [I], 2]. Von besonderem
Interesse ist die elektrische Dipolstrahlung (Hertz’scheﬂ Dipol), in manchen Féllen
auch die magnetische Dipol- und elektrische Quadrupolstrahlung [3]. Als zeitabhéngigen
Dipol bezeichnen wir ein System aus zwei Ladungen +q im Abstand 7(t); es wird von 7
aus betrachtet (Abb. 8.1):

)
+q

y(t) 2 Abb. 8.1 Zeitabhéngiger Dipol

~?

Das Dipolmoment ist dann

Die Geschwindigkeit der positiven Ladung ist —3/2, die der negativen /2.

Fiir den Dipol soll das Liénard-Wiechert-Potenzial berechnet werden

oo (PED) ! !
(AN (1) (A(F,t)) 7 =7yt 1= i(t,)B(,) (Bw))

mit der retardierten Zeit ¢, =t - |7 - 7,(¢,)|/c und B=10/c

Die Ausdehnung des Dipols sei klein gegentiber dem Abstand zum Beobachter (= Punkt,
an dem das Feld gemessen wird),

gl <r =17,

so dass

- 7jq(tr)
7 -

5N Ly Tl +y  fiir —q,
) =1 =) =1+ ( <tr>)

re\ 2 —Q fiir +q,

sowie t, ~t—r/c.

“3Heinrich Rudolf Hertz (1857 Hamburg, +1894 Bonn), deutscher Physiker.
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_ qi)?
cr —7j/2

Das Potenzial wird in der Fernzone r >y

qc A-_ qy;/Q

p=—=L
cr+ 72 er-7y2] cr +7/2

Mit dem Dipolmoment p = —qy wird das Vektorpotenzial fiir langsame Oszillationen des

.
L ot=t-—.
C

Dipols |g] <« ¢:
. = Y t
Aty = -2 p(t,)
cr cr
Das skalare Potenzial erhalten wir in der Naherung langsamer Oszillationen aus der (bei

\Y%

Ableitung der L-W Potenziale implizit vorausgesetzten) Lorenz-Eichbedingung
100 . - .. (P

—8—+VA:O mit VA (M)

c ot cr

5

als
. 5(t— L LBt
@(F,t):—vfdtp( C)=—vp(
T T

(Bei direkter Berechnung des Potenzials aus dem genéherten Ausdruck wiirde ® - ¢/v—¢q/v =0

sein).
Mit Anwendung der Produktregel wird
- 1. T
V(pr ') ==vp-—p,
(pr") = VD - 3P
V*‘ﬁﬁ(t 7“)_7738257u ry T 6*(t)— —7p
p=p c] rot, ar c) rc@trp " re’
o(rt) =L+ 2
c T

Der erste Term folgt aus der Retardierung des Potenzials. Relativ nahe am Dipol (jedoch

r > y) iberwiegt demnach das statische Potenzial

pr R
(Dnah ¥ == stat(r) .

<

Weiter entfernt iiberwiegt der retardierte Term, der durch die Schwingungen des Dipols

erzeugt wird:
(I)fern(th) - 92
rec
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8.2 Zeitabhangige Felder

Die durch den schwingenden Dipol erzeugten Felder folgen direkt aus den Ausdriicken fiir
die zeitabhédngigen Potenziale.

B=VxA=v
cr

Relativ nahe am Dipol iiberwiegen die am stérksten mit r abfallenden Terme,

f)xf - 3(p-7)F
Enan ® =57~

=

P
3

In der Fernzone iiberwiegen die Feldterme

PN
fern — 3 2 9 (pXT‘)XT.
rec rc rec

Die Betriige von E und B in der Fernzone sind gleich,
n D |ﬁ|81n<(ﬁ77:)
|Efern| = |Bfern| = 2 :
cr

Es ist Eoy L Bion L €, = 7/

Poynting-Vektor

Die Energieflussdichte des Dipols p,

wird in der Fernzone wegen By, L €,
o Cc - . - Crzo - - =
Sfern = E(Bfern X 67“) X Bfern = E [Bferner - (Bfern : er)Bfern]
2 =\2 39 .2 —
_Cpp g cxi)_prsini(<(B7)
= —DB; = — = .
4T Aq At T 4rcdr? "
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= Der Poynting-Vektor zeigt in Richtung €,; der Betrag ist

| sin® (< (5, 7))
A2 c? ’

|§fern| =

was auch direkt aus
[Sternl = 7= Eternl  Brern it < (Erorns Brorn)) = == [ Erera
fern| — 471_ fern fern ferny» ?fern - 471' fern
folgt. Der Energiefluss ist demnach oc 1/72, oc ||

Fir <(p,7) = 90° (Ortsvektor der Messung senkrecht zum Dipol) ist die Abstrahlung

wegen sin®( < (p, 7)) maximal; in Richtung der Dipolachse verschwindet sie.

Abgestrahlte Energie des Dipols

Sie ist in der Fernzone durch Integration des Poynting-Vektors tiber ¢ und die Fldche (in
der Nahzone komplizierter)

T

T =12
W:/dtygdﬁgfem:fdtjgdgodﬂ sind 9r2—PL__
4rrec
0 A 0 A

. T 5 I
312 -3 2312
=2—C36/dt|p| Ofdﬁsln 19:0—30fdt|p| :

| ——
=4/3 (s.Abschn. 7.4)

Bei gegebener zeitlicher Anderung des Dipols lisst sich das Zeitintegral auswerten. Bei-

spielsweise bei harmonischer Oszillation:

P = posin(wt, ) = pysinw(t —r/c), p=—Pow?sinw(t -r/c),
T 21
2 2 paw’
=>W=— 2w4fdtsin2 wt) = — 2w3/dxsin2x: 0
363 Po y ( ) 303 Po y 303

abgestrahlte Energie fiir eine Schwingungsperiode. Die zeitlich gemittelte Strah-

lungsleistung des Dipols wird mit sin® wt = cos? wt = %,

. W ) 4,2 4,2 16 4.2
P=—2= wg)osin2wt=w]§0= Wfpo,
dt 3c 3c 3\
c=VU\= ;)\, Po=q-Y; y = [ = Lange des Dipols.
s

Da die im zeitlichen Mittel abgestrahlte Leistung umgekehrt proportional zur vierten
Potenz der Wellenléinge ist, P o 1/\*, werden kleine Wellenlingen (Apjay = 3Aior)
bevorzugt abgestrahlt.
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In analoger Weise wird blaues Sonnenlicht an den Molekiilen der Erdatmosphére (die es
in Schwingungen versetzt) etwa 16 mal stirker als rotes Licht gestreut: Dem verdankt der

Himmel seine blaue Farbung [4].

Die Ausdriicke fiir Efem, Bfem und §fem gelten nicht nur fiir den schwingenden Hertz’schen
Dipol, sondern auch fiir das Fernfeld einer beliebigen schwingenden Ladungsvertei-

lung (im Grenzfall v < ¢) im Volumen V| mit dem Potenzial

(- 50

= =/ )
[ = 7|

1
e
¢ \%

1
Afuern(i:7 t) = f d37’,j“ (7_:,7 t— f) fir r >» 7“,.
cr C

Wenn wir die Anderung der Ladung ¢ im Volumen V schreiben als

§E/d3r'3(F',t—t)Ec-r~A,
c
%

so gelten die oben abgeleitete Ausdriicke fiir Efem, Bfern und S, mit der Ersetzung des

Dipolmoments p durch q.

Auch ohne die bisherige Einschriankung v <« ¢ — d.h. im voll relativistischen Fall — lésst
sich die Abstrahlung des Dipols exakt berechnen. Fiir die abgestrahlte Gesamtleistung
gilt dann die — fiir den Dipol modifizierte — relativistische Larmor-Formel, s. Ab-
schn. 7.4.
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9 Aufgaben

Die in diesem Abschnitt zusammengefassten Aufgaben sind zum Teil mit Musterldsungen

versehen; bei der Mehrzahl sind jedoch nur die Ergebnisse angegeben, so dass die Lo-

sungswege selbst erarbeitet werden kénnen.

9.1

Vektoren, Matrizen und Tensoren

. Berechnen Sie die Rotation des Feldes

22—y

E= azy

22

Fir welche Werte von « ist das Feld konservativ?

. Fiir welche Werte von k gilt V(r*#) = 0 in drei Dimensionen und fiir r # 0 ?

. Die 2x2-Matrix

M(f):( z? :c;y)
Ty Yy

verhélt sich unter Drehungen wie ein Tensor zweiter Stufe, das heifst
M(3')=DM(Z)D™, 7' = DzZ.

Zeigen Sie dies explizit fiir eine 2D-Drehung mit Winkel .

Losungen

1.

Fir o = -2 ist das Feld konservativ.

T(rhF) = krt 1 D 4 gk
T
= (3+k)r* L0

= k=-3.
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3. Die 2d-Drehmatrix lautet
D:( co's<p sin @ )7 D_lz(c?sgo —singp).
—-sing cosp sinp  cosg
Mit cos ¢ = ¢, sinp = s wird
2 2

rc+ays -w s+xyc)

DM(f)D‘lzD( ) )
ryc+yss y-c—xyYs

~ 22c? + 2xysc + y2s? (y? - 2%)es + vy(c? - %)
(2 — 2%)es + xy(c?® - s?) 225% — 2zysc +y°c?

~ (zc+ys)? (zc+ys)(yc—xs)
(ze+ys)(yc—xs) (yc - x5)?
l‘l2 l‘,y/

N l’,y, y/2 )

wobei
x' X oS + ysin
i'/:( ,):sz( SO ylgp)
Y Y COS (o — X sin
9.2 Einheitsvektoren, Koordinatensysteme

Driicken Sie die Einheitsvektoren der Zylinder- und Kugelkoordinaten, €, , und €4,

mithilfe der kartesischen Einheitsvektoren é aus. Wie lassen sich die é mithilfe von

x?y7z x?y7z

€R,p. DZW. €4, formulieren?

Losung

Die Einheitsvektoren der Zylinderkoordinaten sind:

CoS ¢
sing |=cospé, +sinpé,,
0

L
)
Il

—sin
€,=| cosg |=-sinpé,+cospé,.

0

Und entsprechend:

€, = COSPER —SINYE,, €, =Sinpeép +Ccospé,.
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Die Einheitsvektoren der Kugelkoordinaten sind:

sin @ cos ¢
€, =| sinfsing |=sinfcospé, +sinfsinpée, +cosbé,,

cos

cosf cosp \

€g=| cosfsingp |=cosfcospé, +cosfsinpé, —sinde,,

—sinf

—sinp
€,=| cosp |=-sinpé,+cospé,.
0

Und entsprechend:
€, =sinf cos p €, +cost cosp €y —sinpé,,
€, =sinfsin €, + cosfsinp €y + cospé,,

€, =coslé,. —sinfé,.

9.3 Flachen- und Volumenintegral, Satz von Gaulfs

Gegeben sei das Vektorfeld

W(z)=azé, + é,+ (2 +y°)é..

2?2 +y?

1. Geben Sie das Vektorfeld W (#) in Kugelkoordinaten und deren Basisvektoren €r 0.0

all.

2. Berechnen Sie das Fliachenintegral ¢, d f W, wobei 8V die Oberfliche der Ein-
heitskugel mit Zentrum im Ursprung ist. Die Orientierung sei so gewahlt, dass der

Normalenvektor nach aufsen zeigt.

3. Benutzen Sie den Satz von Gauf, um das Flachenintegral aus b) in ein Volumenin-

tegral iber die Vollkugel V' umzuwandeln,
fdfwzfd%ﬁw,
oV v

und integrieren Sie die Divergenz von W iiber V.
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Ergebnisse

1.

W(z) = (r?sin? 0 cos 6 cos?  + sin fsin o cos ¢ + 72 sin? f cos §)€,+
+ (r?sinf cos® f cos? ¢ + cos @ sin p cos @ — 12 sin® 0)é,+

+ (= sin 0 cos B sin @ cos @ + cos® )é,,.

fdfvv:o.

ov

3. Die Divergenz des Vektorfelds wird am besten zunéchst in kartesischen Koordinaten

ausgerechnet und dann das Endergebnis in Kugelkoordinaten angegeben:

—

V.W:rcose_w

rsin

Integration iiber die Vollkugel ergibt

fd%@-VV:o.
1%

9.4 Linien- und Flachenintegral, Satz von Stokes

Gegeben sei das Vektorfeld

121(:?:) =—yé, + (2% + %)y €y + —=—=¢,.
i +y

1. Geben Sie das Vektorfeld A(#) in Zylinderkoordinaten und deren Basisvektoren

éR,Ap,Z all.

2. Berechnen Sie das Linienintegral ¢, ds .A, wobei C' der Einheitskreis in der zy-Ebene

mit Mittelpunkt im Ursprung ist.

3. Benutzen Sie den Satz von Stokes, um das Linienintegral in ein Flédchenintegral {iber

eine, von C' berandete Flache, umzuwandeln,

fdg-ﬁzfdf-(ﬁxﬁ), C=0F.
C F
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4. Berechnen Sie das Flachenintegral fiir den Fall einer Kreisscheibe.

Hinweis: Wenn die Fliche F durch f = f (u,v) mit zwei Parametern u,v beschrieben wird,

dann ist das zugehorige Flachenelement d f durch

7 of of
df = dudv M X 5

gegeben.

Ergebnisse

1. In Zylinderkoordinaten lautet das Vektorfeld:

f/(f) = -Rsinp(cos pép —sinpé,) + R?sin p(sin @ €, + cos PE,) + %éz
= (-Rsingcos p + R3sin? p)ép + (Rsin? ¢ + R?sin ¢ cos ©)E, + }%”Z.

2. Das Linienintegral ergibt

&l
|
I
N

fo

3. Das Flachenintegral wird

\/df(ﬁxﬁ)=m

4. Die Halbsphéare kann man mit Kugelkoordinaten parametrisieren,

sin 6 cos
f=] sinfsing |, 6€[0,7/2], pc[0,2n].

cosf
Damit wird das Flachenelement zu

sin? @ cos @
df = dfde| sin?@sing

sinf cos 6



158 9.5 Ladungsdichte des Wasserstoffatoms

Das Flédchenintegral ergibt

T2 or sin? 6 cos ¢ 0
[df-(@xzzl)zfdefdgo sin?fsing || —cosf
F 0 0 sinf cos 4sin® 6
T2 on
:/d@/dcp(4cos€sin39—cosé’sin@singp)
0 0 —~
-0
/2
:27r[d9895in49
0
=27.

9.5 Ladungsdichte des Wasserstoffatoms

Die Ladungsdichte eines Wasserstoffatoms im Grundzustand erzeugt das elektrische Feld

E(i) = %e-%/aoa.

1. Berechnen Sie daraus die die Gesamtladung () das Wasserstoffatoms, das heifst die

Ladung, die in einer Sphare mit Radius R — oo eingeschlossen ist.

2. Bestimmen Sie die Ladungsdichte des Wasserstoffatoms.

Ergebnisse

1. Fiir die Gesamtladung erhalten wir

1 00
Qv = Z/dcos@d@ee_m/“o = e 2Rla0 122 )
T

2. Die Ladungsdichte wird

9.6 Gradient in Kugelkoordinaten

Bestimmen Sie den Gradientenoperator in Kugelkoordinaten, indem Sie fiir die partiellen
Ableitungen die Kettenregel einsetzen:

o0 _or 9 0800 Jdp 0

Or, Oz, 0r 01,00 O, 0p
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Losung

Zwischen kartesischen Koordinaten und Kugelkoordinaten gelten die Beziehungen

x rsinf cos ¢ r vVt +y?+ 22
y |=] rsinfsing |, 0 |=| arctan(/2* +y?/z)
2

rcosf ® arctan(y/x)

Die Jacobi-Transformation wird demnach

0, sinfcose cosfcosp/r —sinp/(rsind)
J=1 09, |(r0,0)=| sinfsing cosfsing/r cosp/(rsind)
0, cos 6 —sinf/r 0

= (é’r, T, éw/(rsiné)).

Damit ist der Gradient in Kugelkoordinaten

9.7 Potenzial und Feld einer geladenen Kugeloberfliche

Geben Sie das elektrostatische Potenzial ® und das elektrische Feld E an, das von einer
homogen geladenen, unendlich diinnen Kugeloberfliche mit Radius R und Gesamtladung

() verursacht wird.

Ergebnis

Das Potenzial wird

®(7) = ®(7)

_Q /‘ dcos®' dy’
-0 4r J |r?+ R? - 2rRcosd'|

%, r<R
_QT’+R—|T—R| ~
- 2rR -
%, r>R
Das elektrische Feld ist dementsprechend
0, r<R
E(Z) = -vd(Z) =
%ér, r>R
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9.8 Potenzial und Feld eines geladenen Drahtes

Berechnen Sie das elektrostatische Potenzial ® und das elektrische Feld E, das von einem
homogen geladenen, unendlich diinnen Draht der Lénge L und Gesamtladung @) verur-
sacht wird.

Wie lauten ® und E im Limes L — oo, wenn \ = Q)/L konstant gehalten wird?

Hinweise: Legen Sie das Koordinatensystem so, dass der Draht entlang der z-Achse ver-

lauft und der Ursprung in seiner Mitte liegt. Sei [ = L/2, dann wird die Ladungsdichte

() = 52 6(R)O(I - |2]).
Es ist
/ \/% = sinh_l(g) + const .
Ergebnisse

Fiir das Potenzial ergibt sich:

B(7) = fd3 , p(3") —Ql I-z2++/(-2)*+R?

— n :
-3 L - z4\/(l+2)2+R?

Die (z,y)-Komponenten des elektrischen Feldes werden:

(Ex(:a)__g 1 1 .
E 7)) L|JU-22+RI-2+/(-2)7+R

1 1 T
(I+2)*+R*-l-2+/(I+2)*+R*|\ ¥
-z l+2z

R +
V(I-2)2+R* \J(I+2)?+R?

Q.

Die z-Komponente lautet:

1 1
FE )
A7) = [\/(l—z 24 R? \/(l+z)2+R2]

Im Limes L - oo und A = Q/L = const strebt das Potenzial gegen

O(Z) > -2 In R + oo.
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Hier beschreiben ® und ® + ¢ denselben physikalischen Zustand; die Konstante ¢ wird
sogar unendlich grofs. Das Potenzial enthélt demnach unphysikalische Freiheitsgrade, die

jedoch durch entsprechende Eichung beseitigt werden.

Den Grenzwert des elektrischen Feldes erhalt man entweder aus dem Gradienten von

2X\In R oder aus den obigen Ausdriicken fiir endliches I:

9.9 Multipolentwicklung

1. Fiir das Potenzial ® einer beliebigen Ladungsverteilung p werden die ersten Terme

der Multipolentwicklung

(i )_ x_J+xiijij 22T Qi
IR 6l|"

Wie lautet der Ausdruck fiir das Oktupolmoment @, ”

2. Zeige, dass die beiden Beziehungen

:i/d3icE2(j) wd U-=-= [d3 &y P(l’)ﬂ(y)
™ ’ _y|

aquivalent sind, wenn die Felder schnell genug abfallen, so dass Randterme im Un-

endlichen vernachléssigt werden kénnen.
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Losungen

1.

’
rar Tk — Ty,
/|3

T

00,0z

- |

z'=0

,~05kl% = 7 + 3(xy — ) (z; — 2f)|7 - 7]

— |7 - z'[° #'=0
B )y ) -Gl P
' |7 - 2 #'=0
_ =30, (2 — x5) = 30, (), — ) + 20 (w; — 7) .
|7 - 2|° #'=0
5w, — ) 3(ag = xp) (w; - af) = Ot - &'
|7 - 7| |7 - 2|° #=0
_ 15z, - 3|z (035, + 055, + 04 ;)
|Z|” '

Das Oktupolmoment wird damit

Qijk = _[ d*x p(&) (1525 = 3T (65505 + 052 + Opi;) ) -

f PrBAE) = o f &z B(7)(-V0(7)) = f &e 5 E(7)®(7)

[dep(:c)CD(a:)— fdg a3 p(lﬁ)—pg(/?)

9.10 Multipolmomente

Die sphérischen Multipolmomente sind definiert durch

- [ (@) (60,9,

Berechnen Sie alle Multipolmomente der Ladungsverteilung
2
(f) e sin? .

Hinweis: Nutzen Sie die Orthogonalitatsbeziehungen der Kugelflachenfunktionen und der

p(7) =

64mra’

Legendre-Polynome aus.
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Losung

Zuniachst fallt auf, dass die Ladungsverteilung nicht von ¢ abhéngt. Bei der Berechnung

der Multipolmomente tritt daher das Integral

2m
f dpe™? =218,
0

auf (Definition der Kugelflichenfunktionen). Alle Multipolmomente ¢, mit m # 0 ver-

schwinden also. Weiter ist
2
sin?f =1 -cos?6 = g(PO(cos 0) — Py(cosf)).
Da die Legendre-Polynome die Orthogonalitdtsbeziehung

1
2
dz P, ()P, (z) = =6

erfiillen, konnen nur die beiden Multipolmomente gy, und g,y von Null verschieden sein.

Der allgemeine Ausdruck fiir g, wird

2
m = 270, fd w2, _° (f) erla.
4 7 0ma nr 64ra® \a

21+1

f dcosf = (PO(COSH) Py(cos®)) Pl(cos 0)

a=rfa €4 5m0 (5,2 20+ 1 /‘ .
0 \ / dx ‘

0~ e
_ea 18,0 0p9 2[ +1 |
Y (6“] 5 ) et

Speziell ergibt sich
- = —ea? 5
oo = Nor s 420 = o

9.11 Feld und Energie einer geladenen Vollkugel

1. Eine Vollkugel mit Radius R habe die Ladungsdichte

o) = 28 (Y
2R’ 2]
wobei r den Abstand zum Mittelpunkt der Kugel bezeichnet. Welches elektrische

Feld wird von dieser Ladungsdichte erzeugt?

2. Wie grok ist die Feldenergie innerhalb einer Sphéare mit Radius » und Mittelpunkt

im Zentrum der Kugel?
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Losungen

1. Die Ladungsdichte lautet

15Q R\?
i)=——|r-—=) O(R-r).
A7) 2mR® (T 2 ) ( r)
Aus der sphérischen Symmetrie der Ladungsdichte erhélt man, dass E = Eé,. Mit

dem Satz von Gaufs erhédlt man durch Integration iiber eine Sphére mit Radius r,

E(r) =

und damit weiterhin
R 2 T 2
@(T—R)[der(r—g) +@(R—r)[drr2 (r—g) ]
0 0
Q

zentriert iber den Ursprung,
/ e VE = f dAFE = 471r°E = 47Tf d*z p(7)
30Q
7‘2R5
r\*> 15(r\*> 57
—ﬁ[@“‘R“@(R‘”(6(§) 3 (7) +5§)]‘
2. Fiir die Feldenergie innerhalb einer Sphéire mir Radius r erhélt man

U(T)=8%/d3xﬁ2(f):%jdrEQ(r)

_ f_R [0(r — R)(Us(r/R) + Uy (1)) + ©(R— ) Uy (r/R)],

wobei

r 15 5 \2 45 345 25 5
Uy(x) = Of dx (6:63 - ?xQ + éx) =429 - ng + 2—8337 - ZQZG + Zf’,

-1

UQ(x)zfdxazzz 7
1

9.12 Potenzial im Wirfel

Gegeben sei ein Wiirfel der Kantenldnge L. Die Seitenflichen befinden sich auf Potenzial
null bis auf die Deckenfliache bei z = L mit Potenzial v(z,y) and die Seitenflache bei x = L
mit Potenzial u(y, z).

Bestimmen Sie das Potenzial im Inneren des Wiirfels fiir

2W$)

a) v(zx,y) zvosinh(%)sin(T u(y,z) =0

xy z

Yy
P? u(yv'z):uo_

b) U(l';y):vo LQ'
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Ergebnisse

1. Fiir den Fall © =0 und v # 0 ist die allgemeine Lésung der Laplace-Gleichung

O(z,y,2) = Z A, sin(w,x) sin(w,,y) sinh(w,,,, ),

n,m=0

wobei

_m™ 2 12
wn_ wnm_ wn wm'

Mit Berticksichtigung der Randbedingungen fiir den Wiirfel insbesondere fiir 2z = L

und der Orthonormalitdt der Sinusfunktionen erhalten wir fiir das Potenzial

& Vowy, L sinh(1)
P — -1 m+1 Y0¥m
(r.y.2) = 32 (1)

sinh(ws,,2)
sinh(ws,, L)

sin(wyz) sin(w,,y)

2. Das Potenzial muss hier als Linearkombination zweier Anteile dargestellt werden,

von denen beide jeweils an allen Wénden bis auf einer verschwinden
O(z,y,2) = Z (A,,, sinh(w,,,x) sin(w,y) sin(w,,z)+
n,m=0
+B,,, sin(w,x) sin(w,,y) sinh(w,,,,2)) .

Da die Randbedingungen an beiden Flachen analog sind, reicht es, nur eine davon

zu berechnen. Das gesamte Potenzial wird dann

q)(x’yjz) _ i 4.(_1)n+m

o Wown, L? sinh(wy,, L)

(ug sinh(w,,,,x) sin(w,y) sin(w,,z) +

+ sin(w,,x) sin(w,,y) sinh(w,,,,,2)) -

9.13 Kugelflachenfunktionen als Orthonormalsystem

1. Fiir zwei Funktionen f und g definieren wir das Skalarprodukt

2T T
(Fo)= [ dp [ dosing £(0.0)g7(6.).

Berechnen Sie fiir

f(97 SO) = a’Y'll(ev (10) + bY’lO(ev (10) + C}/i—l(ev 90)7

g(0,) =dY1,1(0,¢) +eYi5(0, ¢)
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9.13 Kugelflachenfunktionen als Orthonormalsystem

das Skalarprodukt (f,¢). Einmal mithilfe der expliziten Ausdriicke fiir die Kugel-
flachenfunktionen Y},,, indem Sie iiber § und ¢ integrieren, und ein zweites Mal

mithilfe ihrer Orthonormalitdtsbeziehung.

. Das Dipolmoment d und die sphérischen Multipolmomente g, sind gegeben durch

i- [ dzp@)s, Qo= [ (@)Y, (0.5).

Driicken Sie den Vektor # mithilfe der Kugelflichenfunktionen aus und leiten Sie so

die Bezichungen zwischen den Komponenten von d und den Q1 ab.

. Die Komponenten Q;; des Quadrupolmoments sind

Qij = [ d*w p(Z) (325 = 176;5) -

Auch hier kann der Integrand wieder durch Kugelflichenfunktionen angegeben wer-

den. Wie lauten die Beziehungen zwischen den @);; und den ¢,,,”

Hinweis zu 3.: Nur fiinf der neun @);; sind unabhéngig.

Losungen

1.

Die benoétigten Kugelflachenfunktionen sind (cos# = x)

Yig=\/ =2, Vi = ) o V1= 226, Yi, =Yy
47 8T
Das Skalarprodukt der beiden Funktionen ergibt
(f,9) = ad(Y1y, Y1) + ae(Y1y, Yip) + bd(Y1g, Y11) + be(Yig, Y1)+
+ Cd(}/i—la lel) + CG(YVI_I’ }/10)

Wenn die m’s nicht {ibereinstimmen erhalten wir Beitrige der Art ™2, n # 0, unter

dem Integral. Zusammen mit fo27r dy ergibt das Null. Daher bleibt

(f?g) = ad(nlv Yll) + be(YVIOa YVIO)

Mit den obigen Ausdriicken erhalten wir

2m 1 1
3
VuYa) = [ de [davuP=2n [ do(1-a%) =1,
™
0 -1 -1

27 1 1
(VioYio) = [ do [drlyiP =2r [dr2a=1,
s
0 -1 -1
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und daher

(f,g9) = ad + be.

Mit der Orthonormalitédtsrelation kann man das Skalarprodukt analog zum Skalar-
produkt von zwei Vektoren ¢ = aé; + bé, + cé; und w = dé; + eé, ausrechnen, was

natirlich viel einfacher ist.

2. Da & = ré, konnen nur die ¢;,, mit d zusammenhéangen. Mit den Kugelflachenfunk-

tionen Y;, und Y., aus a) erhalten wir

g = - /8—7TY11_Y1_léx+i /8_7TY11+Y1—1é + /4_7Tyloéz
3 2 3 2 v 3
m Y7, -Y L 8t Y7, + Y L AT . .
_ /? 112 g, /? 1122' Hey+ /§Y106’z~

Das ergibt

_ 21 1 /2« 47

d, = 3 (¢1-1—q11), d, = V3 (¢1-1+q11), d, = E} 105

) /3 , 3
d1-1=—q11 = 3 (d, + Zdy)a dio = I d..

3. Da im Integrand r? steht, ist das Quadrupolmoment mit den g,,, verkniipft. In

Kugelkoordinaten haben wir
3sin®fcos? -1 3sin®fcospsing 3sinfcosfcosp

T, . ‘
(3_7,2 - 5ij) = Quy ~Quw — Q.. 3sin f cos fsin @
sz Qyz 3 COS2 6-1

Die benoétigten Kugelflichenfunktionen sind

5
Yoo =1/ —— (3cos?6 - 1
20 Tom (3cos®0-1),
/15 . [15 .
Yy, =-Y5', =1/ = sinflcosfe', Yoy = Yo' o =1/ —— sin®fe??.
8T 32
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Wir erhalten

(zy) 3sin? @ cos @ sin p = 3sm 0( e e‘2w) ( Yoo +Y55,),

(z2) 3sinf cosf cos p = \/ (Y21 Y5 1),
(y2) 3sinf cosfsinp = —i \/ (Y'21+Y21)

3 3
(zx) 3sin?f cos® p — 1—Zsm 0( 2P 4 e” 2“”) “sin?6 -1

o
(Y22 Y5is) - \/ Yzo,
16
(22) 300526—1=\/T7TY2’6,

und damit

Y 61

wa = ny =1/ 5 (=22 + q2-2): Q.= Q. = \/ 5 (o1 = Ga-1),

. /6w
Qyz:_z\/ ?(QQ1+Q271)7 Qo \/ (Q22+Q2 2) — \/ Q20;

/167
sz = ? 420, ny = _Qxx - sz

6m 47
=- 5 (Go2 + G2-2) — 5 420,

o EQZZ/Q + me + ZQ:):y ok i Q:):z + iQyZ
Q22 = (422 = \/ 6 B ) Q21 = —q2-1 = \/ 6 —2
/ 5
420 = ﬁ sz

9.14 Laplace-Gleichung in Kugelkoordinaten

bzw.

Fiir rotationssymmetrische Systeme lésst sich die Losung der Laplace-Gleichung schreiben

als

(r,0) = Z(Alr +— By )Pl(cosﬁ)
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wobei P, die Legendre-Polynome sind. Diese erfiillen die Orthogonalitétsbeziechung

1
2
_[dwpk(l’)Pz(ﬂﬂ) = m%-

1. Fine unendlich diinne und leitfdhige Kugelschale mit Radius R wird in ein homo-
genes elektrisches Feld, E = Eé,, gebracht. Wie lautet das Potenzial ®(r,0) im
AuRenraum? Welche Flachenladungsdichte o(6) wird auf der Kugelschale erzeugt?

2. Auf einer unendlich diinnen Kugelschale mit Radius R liegt das Potenzial V' (6) an.
Der Innen- und Aufsenraum der Schale ist frei von Ladungen. Entwickeln Sie V' nach

Legendre-Polynomen und geben Sie so das Potenzial ® im Innen- und Aufenraum
an. Was ergibt sich fiir den Spezialfall V' (6) = V;cos 0 ?
Ergebnisse
1. Fiir das Potenzial erhalt man

O(r,0)=F (%3 - 7") Py (cos®).

Die Flachenladungsdichte ergibt sich aus
4dro(0) = E,(R,0) = -0,9(R,0) = 3EP;(cosh)

o (6) = %PI(COSQ).

2. Entwickeln wir V' nach Legendre-Polynomen, erhalten wir

=0

V() = ialPl(cos 0), wobei a;= (n + %) j d(cosO)P,(cosO)V (0).

Mit dem Potenzial im Innen- und Aufsenraum und auf der Schale, den Randbedin-

gungen und der Entwicklung von V erhalten wir
(r/R)', r>R
o(r0)=Ya! 1, r=R | Bcosh)
L (BRI <R
und fiir den Spezialfall V' (8) =V, cos® § schlieflich
Py(cosB) +2(r/R)? Py(cosh), r>R

@(T,9)=§0' Py(cos ) + 2 Py(cosb), r=R .
(R/r) Py(cosf) +2(R/r)> Py(cosh), r<R
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9.15 Dielektrikum und Grenzbedingungen

Gegeben sei eine unendlich ausgedehnte Platte der Dicke d in der yz-Ebene. Das Material
der Platte ist ein lineares Dielektrikum mit dielektrischer Suszeptibilitat y.. Die freie

Ladungsdichte ist tiberall null. Diese Platte befindet sich in einem externen elektrischen
Feld

COS ¥

—

E..=F]| sina
0

1. Berechnen Sie das elektrische Feld E;, und die Verschiebungsdichte D, innerhalb
der Platte. Wie lautet der Ausdruck fiir £ und D im gesamten Raum?

2. Berechnen Sie die gebundene Ladungverteilung.

3. Berechnen Sie den Winkel zwischen E;, und der z-Achse.

Ergebnisse

1. Wir legen das Koordinatensystem so, dass die Platte von x = —d/2 bis d/2 reicht.
Esist D,, = E.,, D,, = ¢E;, mit € = 1+ 4wy,. Die Ausdriicke fiir das elektrische
Feld und die Verschiebungsdichte in der Platte werden bei Beriicksichtigung der
Stetigkeitsbedingungen an Grenzflachen

1

E " Ccosw COS (¢
E, =FE sin «v , D,,=F]| esina
0 0

Die entsprechenden Ausdriicke fiir den gesamten Raum werden

cosa[O(z-§)+O(-z-§)+ec'O(4-2)0(§+7)]
E=E sin «v )
0
cos a
D=E sina [0 (z-4)+0(-z-4§)+c0(5-2)O0(4+1)]
0
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2. Freie Ladungen sind nach Voraussetzung nicht vorhanden, dementsprechend ist auch
VD = 0. Gebundene Ladungen sind jedoch an den Oberflichen der Platte vorhanden.
Diese sind Quellen des elektrischen Feldes:

1 .- Fcosa 1 d d
=—VE-= 1-— - — - —11.
PV ir ( 6)[5(x 2) 5(“2)]

3. Der Winkel v zwischen Ej, und der z-Achse ist

1 Eip o e cosa 1
_— = COS"}/ = = = =
1 +tan?~y Bl Vsinfa+e2cosia  V1+eltan®a

= 7 = arctan(e tan o).

9.16 Kondensator mit Dielektrika

Betrachten Sie einen Kondensator aus zwei kugelférmigen, unendlich diinnen Metallscha-
len mit Radien r; < r, und Ladung +@). Der Zwischenraum ist mit zwei Schichten aus
Dielektrika gefiillt. Die innere Schicht (g;) reicht von r; bis r,,, und die &ufere (¢,) von r,,

bis r,. Die Kapazitét eines Kondensators ist definiert als

Ty
C:‘E‘, U21:®(£Y32)_(I)(j'1):_fd§'é.
1. Berechnen Sie die Kapazitit dieses Kondensators.

2. Welche Energie steckt im Kondensator?

Ergebnisse

1. Man berechnet zunédchst das elektrische Feld und daraus die Spannung als Funktion

der Ladung. Daraus folgt schliefslich die Kapazitét

-1
Cz[l(l_i)+l(i_l)] _
& \Ty T'm €a \Tm Tq

Natiirlich hdatte man den Kondensator auch als zwei einzelne, hintereinandergeschal-

tete Kondensatoren betrachten kénnen. Die Kapazitéit eines einzelnen Kondensators

1/1 1
021:—(__—).

e\ry Ty

ware dann

Die inversen Kapazititen addieren sich entsprechend

5 C(zm sz ‘
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2. Die Energie des Kondensators steckt in seinem elektrischen Feld:

W= ifd%ED
&1

)2 E)
2 \g\ry ) e, \r, r,))

oder kurz: W = Q*/(2C) = CU?/2 .

9.17 Methode der Spiegelladungen

Eine Wolke zieht iiber den Himmel. Thre Unterseite befindet sich 300 m tiber dem FErd-
boden und die Oberseite 300 m dariiber. Wir nehmen nun an, dass die Wolke elektrisch
neutral ist, bis auf eine positive Punktladung +¢ an ihrer Oberseite und eine negative
Punktladung —¢q an ihrer Unterseite. Aufserdem nehmen wir an, dass sich sonst keine La-
dungen in der Atmosphére befinden. Auf der Erdoberfliche direkt unter der Wolke wird

ein vertikales elektrisches Feld von E = 0.333 g'/2cm /257! gemessen.

Wie grofs ist die Ladung ¢ und die externe elektrische Kraft auf die Wolke?

Losung

Die gesamte Ladungsdichte (Ladungen und Bildladungen) ist
p(Z) =q6(x)d(y) (6(z-2d) —0(2—d) +6(z+d) —0(z+2d)).

Das zugehorige vertikale elektrische Feld ist

z—2d z—d z+d z+2d)

E,(0,0,z2) = - -
-(0,0,2) q(\z—2d|3 Z—d? e dP Jz+2dP

Auf der Erdoberflache z = 0 ist das E-Feld daher
3¢
E.(0,0,0) = —
z( » Uy ) 2d27
und fiir die Ladung ergibt sich
¢=2.00-10* g"?em®?s7'.  (6.66-107* C)

Die Kraft, die auf die Wolke wirkt, ist diejenige Kraft, welche die beiden Spiegelladungen

auf die beiden Ladungen in der Wolke ausiiben:

1 1 1 1 13 ¢*
F=¢ - - =-———=-=-400 dyn = -4.00 mN.
1 ((3d)2 (4d? @2 " (3d)2) 144 &2 yu -
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9.18 Spiegelladungen

Zwei Ladungen, @, = g und @), = —¢ befinden sich an den Punkten (z,y, z) = (a,0,a) und

(-a,0,a) tiber einer geerdeten, leitenden Ebene bei z = 0. Berechnen Sie
1. die resultierende Kraft auf die Ladung @), bei (a,0,a).
2. die Flachenladungsdichte am Punkt (a,0,0).

3. die Arbeit, die gegen die elektrostatischen Kréfte verrichtet werden musste, um die

Ladungen aus dem Unendlichen an ihre Positionen zu bringen.

Ergebnisse

1. Die Kraft auf die Ladung @, bei (a,0, a) wird mithilfe von Spiegelladungen @} = —¢
und Q5 = ¢ bei (a,0,-a) und (-a,0,—a) berechnet. Die resultierende Kraft ist dann

die Summe der Kréfte der anderen drei Ladungen; dies ergibt

F:—%%(\/@—l).

2. Mit dem Gauf’schen Gesetz folgt die Flachenladungsdichte

nE E,
o=——=——.
4 4w

Nach Berechnung der elektrischen Felder von Ladungen und Spiegelladungen erhal-

ten wir das Ergebnis

7(a,0,0) = —2;1@2 (1-57372).

3. Die Arbeit, um die Ladungen aus dem Unendlichen an ihre Positionen zu bringen,
wird

Wq—(l—%)
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9.19 Green’sche Funktion mit Dirichlet-Randbedingung

Betrachten Sie die unendlich ausgedehnte, leitende Ebene z = 0 (zy-Ebene). Auf der
Halbebene z > 0 liege das konstante Potenzial V', auf der Halbebene = < 0 das konstante

Potenzial =V an. Die Dirichlet’sche Green’sche Funktion

o 1 1

GD(.Z',SC ) = -
V-2 +(y-y)+(z-2)  V(@-2)+(y-y)2+(z+2)?

erfiillt die Bedingungen AGp(Z,7") = A'Gp(Z,7) = —4nd*(Z - 3') fiir z,2" > 0, sowie

Gplseo = Gply—o = 0. Benutzen Sie G, um das Potenzial im ladungsfreien Halbraum z > 0

zu berechnen. Uberzeugen Sie sich, dass im Grenzfall z —» 0 fiir z < 0, bzw. 2 > 0 jeweils

die richtigen Randwerte herauskommen.

Hinweis: Der Normalenvektor des betrachteten Gebiets, z > 0, zeigt in den ,,Auflenraum®.
Es ist

[ dx R
(a® + 22)3/? VI
Ergebnis
Das Potenzial fiir das Randwertproblem wird nach langerer Rechnung schlieftlich
2
O(z,y,2>0) = 2V arctan —.
T z

Im Limes z — 0 strebt dieser Ausdruck gegen V sgn(z).

9.20 Biot-Savartsches Gesetz und Helmholtz-Spule

1. Eine unendlich diinne, kreisformige Leiterschleife mit Radius R, werde von einem
Strom I durchflossen. Berechnen Sie die magnetische Flussdichte B auf der Symme-

trieachse.

2. Betrachten Sie nun eine weitere Leiterschleife im Abstand d mit gleicher Ausrich-
tung. Beide Leiterschleifen werden von einem Strom [ in gleicher Richtung durch-
flossen. Berechnen Sie die magnetische Flussdichte auf der gemeinsamen Symme-

trieachse.

3. Wie muss der Abstand d gewahlt werden, damit das Magnetfeld auf der gemeinsa-
men Symmetrieachse in der Mitte zwischen beiden Leiterschleifen moglichst homo-

gen wird?



9 AUFGABEN 175

Ergebnisse

1. Mit der Stromdichte

) —y/r
(@) =16(r-R)o(2)| x/r
0
wird die magnetische Flussdichte
o2rIR*[c

B(0,0,Z) = mez .

2. Das gemeinsame Felder beider Spulen auf der z-Achse wird

. 2nIR? 1 1
B(0,0,z) = - eZ((R2+Z2)3/2 + (R2+ (Z_d)2)3/2)‘

3. Damit das Feld in der Mitte moglichst homogen wird, miissen moglichst viele Terme
in der Taylor-Entwicklung um z = d/2 verschwinden. Die Untersuchung der einzelnen
Terme ergibt die Bedingung

d=+R .

9.21 Vektorpotenzial und Eichfreiheit

Da das Magnetfeld B divergenzfrei ist, VB = 0, kann man es immer als Rotation eines
Vektorfeldes A, dem Vektorpotenzial, darstellen,

B=vxA.
Da jedoch die Rotation eines Gradienten identisch verschwindet, ist die Wahl des Vektor-

potenzials nicht eindeutig, d. h., fiir beliebige Funktionen I' erzeugen die beiden Vektor-
potenziale A und A’ = A + VI dasselbe Magnetfeld:

B=VxA =VxA+VxVl=VxA.
Diese Freiheit in der Wahl des Vektorpotenzials nennt man Eichfreiheit. Sie erlaubt es, A

so zu wahlen (zu ,eichen®), dass Berechnungen moglichst einfach werden.

1. Welche Magnetfelder werden von den folgenden Vektorpotenzialen erzeugt:

T

- B Y 1

A(x,y,2) = (x2—yze z, arctan(—), ) ,
' r) \1+22

T
T y : L
NI \/y2+22’ Vit v 22 \JyP+ 22 ’

1212(33,y,2) = (
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T
As(z,y,2) = (332, xze * + arctan (g) : =+ zy(1l - z)e_z) :
x

1+2

T
- B T Y z Z
A4(x,y,z) - ((x2 +Zz)3/2’ (y2 +22)3/2’ (xz +22)3/2 + (y2 +22)3/2)

2. Wenn zwei Vektorpotenziale dasselbe Magnetfeld erzeugen unterscheiden sie sich
nur um einen Gradienten VI,
A= A+ VT
Fiir welche dieser Vektorpotenziale ist das der Fall und wie lautet in diesem Fall die

Funktion I'?

Losungen

1.
x? —yze? 0

1 (2,y,2) =V x| arctan (¥)
1 -z Y

ze
V1422 a®+y°

1’2

B
|
<
N
I\
|
—
—
CDI
N

v x

=V x :L’ze‘z+arctan(§) =§Xx‘13($>yaz),
1

\Y 1+22

z

+ay(l-2z)e”

8

[N

Va?+2? 0
6><A2(1’,y,2):€>< 2 =10

Yy +z

z
\/yz 52

T
(x2+22)3/2

<

[N

+

z
\/x2+22

= ? x *’214(937?/’2)

Il
<\
X

(y2+22)3/2
4 + 4
(12+z2)3/2 (y2+22)3/2

2. Die Vektorpotenziale 1 und 3, sowie 2 und 4 sind also durch eine Eichtransformation
miteinander verbunden.

Fiir die Vektorpotenziale 1 und 3 erhalten wir:

vl = 213 - A = rze ? =V(zyze*+c) =T =ayze*+c.
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Fiir die Vektorpotenziale 2 und 4 erhalten wir:

v|ls

(I2+jz)3/2 B Va?+z?
Y
vI = A4 —A2 = (222 - /—y .2

z + z _ z _ z
($2+22)3/2 (y2+22)5/2 \/:1:2+22 \/y2+z2

=ﬁ(—;—\/:c2+22—;—\/y2+22+c)

i
|
i

2

[

Vi + 22 Y2+ 22
1 1
== — - Va?+ 2 - —— -V + 22 +e

9.22 Magnetfeld und Vektorpotenzial

Wiéhlt man die Funktion I' aus Aufgabe [9.21] so, dass das Vektorpotenzial divergenzfrei
ist, VA = 0 (Coulomb-Eichung), erhélt man folgenden Zusammenhang zwischen A und
der Stromdichte 7,

i- [ drd@e (1)

|7 - 7|
Dies ist vollkommen analog zum Zusammenhang zwischen dem elektrostatischen Potenzial
® und der Ladungsdichte p.
Ein unendlich diinner Draht in Form eines geschlossenen Quadrats der Seitenldnge 2a
liege in der xy-Ebene mit Mittelpunkt im Ursprung. Er werde von einer Stromstéarke [

gegen den Uhrzeigersinn durchflossen.
1. Wie lautet die zugehorige Stromdichte 57?
2. Berechnen Sie das Vektorpotenzial A gemif Gl. im gesamten Raum.

3. Berechnen Sie das Magnetfeld B auf der z-Achse mithilfe von B =V x A.

Losungen

1. Die Stromdichte ist

) O(a~|z)(6(y +a) -(y —a))
J(@)=16(2)| ©(a-|y))(6(z-a)-o(z+a))
0
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2. Das Vektorpotenzial lautet

Oa -6y +a) -6y - a))

dz'dy’
O(a-yN(0(x' —a)-d6(x' +a
fwxx | |y|)<<0> (a/ +a))

Zunéchst nur die z-Komponente:

I 1 1
A (Z)=- [ do' -
) Cf (\/(x—x’)2+(y+a)2+22 \/(x—x’)2+(y—a)2+22)

—a

I -z -z
= — | arsinh — arsinh

V(y+a)?+ 22 V(y-a)*+2*

a

= — | arsinh + arsinh vy -
\/(y+a)2+z V(y+a)*+2*
—arsinh a7 —arsinh are .
V(y-a)+2* V(y-a)?+ 22
Die y-Komponente wird analog
I a-y , a+y
A, (Z) = arsinh + arsinh -
V(z+a)?+ 22 V(z+a)?+ 22
—arsinh ay —arsinh avy .
V(T -a)?+2° V(z-a)?+2°

3. Aus Symmetriegriinden verschwinden die x- und y-Komponente auf der z-Achse.

Die z-Komponente ist

Wegen
0, arsinh a*y - ! —(azy)(za)
: V(z +a)? + 22 a=y=0 Lo @’ ((rxa)’+ 22)32 la=y=0
(z+a)?+22
1 _(a + y) (‘,E + a)'m:y:O

V221 2 a’ + 2
erhalten wir 8-mal denselben Term:
81 1 a’

B.(0,0 = —
(0,0.2) ¢ V2l 2at+ 2
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9.23 Allgemeiner Lorentz-Boost

1. Berechnen Sie die Matrix

A=exp[-y'T;],  i€{1,2,3}, (») (2)
wobel
0100 0010 0001
1 000 0 00O 0000
Tl = 3 TQ - ) T3 =
0000 1 000 0000
0 00O 0 00O 1 0 00

Die T; stellen drei von sechs Matrizen dar, die ,Generatoren der Lorentz-Gruppe* heifien.

T} 5 5 generieren Lorentz-Boosts, die anderen drei Rotationen.

2. Zeigen Sie, dass A eine Transformationsmatrix fiir Lorentz-Transformationen dar-

stellt, indem Sie zeigen, dass Sie die Minkowski-Metrik invariant lésst,

ATgA = g.

3. Zeigen Sie mithilfe von Gl. (), dass A eine eigentliche Lorentz-Transformation be-
wirkt, also dass det A = 1.
Hinweis: Benutzen Sie die Identitét
¢* = lim (1+f) .

n—>00 n

Losungen

1. Wir schreiben y = || und 7 = 4j/y, sowie

0 a’
n o0 |

Weiter definieren wir die Projektoren P, und h,,, parallel und senkrecht zu 7,

g i i
P, =nen, bzw. P =n'nj,

B Lo i _ i i
h,=1-ne®n, bzw. h,';=0";—n'n;.
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Sie haben die Eigenschaften
P,ii =1, PP, =P, h,n =0, h,h, = h,, h, P, = 0.

Wir erhalten somit

1 0o\ (1 0
A2n — (AQ)n — — 7 A2n+1 — AAZn — A
0 P, 0 P,
Die Entwicklung der Exponentialfunktion ergibt
" oo y2n ) oo y2n+1
A=e¥ =1 =2 __A°-Y L A
¢ +,;1(2n)! ,;)(27“1)!

0 O 1 0
= + cosh —sinh

_( coshy ~il sinhy )

SO

St
STy
N —

-nsinhy P, coshy+h,

Mit v = coshy und 75 = nsinhy erhalten wir
AT
PO '
-8 P, +hy,
2. Aus den oben genannten Eigenschaften von P, und h,, folgt
3T 1 0 BT
Atgn=| 7. o v
_’76 /VPn"_hn 0 -1 _75 ’VPn—"hn

8 v bt
_76 _fypn - hn _75 fyPn + hn
(1 - 3% ~2B6T + 42 BT P, + v5Th,,
VBT -+*6"P, -4 h, BB -+*P,-h,

(1 0 Y (10
Vo -p,-n, ] o 1)

det A = det(e7¥4) = det( lim (1 - %) ) = lim (det (1 - %)) :

m m—00 m

3. Wir schreiben
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Die Determinante konnen wir entwickeln und erhalten

L —y'/m —y?lm -y’/m
A ~y' 1 0 0
det(l - y_) = yz/m
m -y°/m 0 1 0
-y*/m 0 0 1
L —y'fm —y*Im ) —y'fm -y m —yIm
N ! s
y/m 1 0 - 1 0 0
-y*/m 0 1 0 1 0

=2
:1_@/_2:(“&)(1_&)'
m m m

Fir die Determinante von A erhalten wir dann

det A = lim (1+i) (1—1) —eVe V=1

9.24 Lebensdauer von Myonen

Myonen sind elektromagnetisch und schwach wechselwirkende Teilchen (Leptonen) mit
einer Masse von 106 MeV/c? und einer Lebensdauer von 7, = 2,2-107% s. In ihrem Ruhesys-
tem ist die Anzahl der Myonen gegeben durch N(t) = N(0)e /™. Auf Meereshihe betriigt
ihre Flussdichte 100 m™2s'sterad™" und typische Myon-Impulse liegen bei 1 GeV/c. Die
Myonen entstehen in etwa 12 km Hohe durch die Reaktion von hochenergetischen Teil-
chen der kosmischen Strahlung, die mit einer Flussdichte von circa 1000 m™2s 'sterad™

bei Energien oberhalb 1 GeV auf die Atmosphére treffen.

1. Berechnen Sie Energie, Lorentz-Faktor und Geschwindigkeit fiir ein Myon mit Im-
puls 1 GeV/e.

2. Vereinfachend nehmen wir an, alle Myonen bewegen sich mit 1 GeV/c senkrecht zur
Erdoberflache. Wie grofs ist dann die Flussdichte der Myonen in 12 km Hohe, wenn
man relativistische Effekte ignoriert, und wie grofs, wenn man sie beachtet? Welches

Ergebnis passt besser zur Flussdichte der kosmischen Strahlung?

Losungen

1. Energie: E = \/p*c® + m?c* = 1006 MeV. Lorentz-Faktor: v = E/(mc?) = 9,49. Ge-
schwindigkeit: 8 = pc/E =0,994.
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2. Von der Erde aus betrachtet brauchen die Myonen fiir die 12 km lange Reise mit
B =0,994 die Zeit t = 40,3 us. Unter Missachtung der SRT setzen wir zunéchst die
Lebensdauer bewegter und ruhender Myonen gleich. Dann wére die Teilchenstrom-
dichte

—2S—1

. . -1
T Atmosphiire =~ nErdeet/Truhend = 87 8- 109 m sterad ™.

Setzen wir jedoch SRT-geméf Tyewegt = Y Truhend = 20,9 ps, so erhalten wir
7 Atmosphire = hErdeet/ Thewest = 6,9 - 102 m~2s ™ !sterad ™.

Das Ergebnis der nichtrelativistischen Rechnung féllt also mehrere Grofenordnungen

zu hoch aus.

9.25 Zeitdilatation: Myonen im Speicherring

In einem Speicherring von 14 m Durchmesser kreisen Myonen mit einem Impuls von
3 GeV/c. Die Masse ruhender Myonen ist 0,106 GeV/c?, die mittlere Lebensdauer 7, =
2,2-107% s. Wie grof ist ihre Lebensdauer im Speicherring, d. h. bei Beriicksichtigung der

relativistischen Zeitdilatation?

Losung

Die Energie der Myonen ist E = \/p?c®> + m?c* = 3,002 GeV, der Lorentz-Faktor dem-
nach v = E/(mc*) = 28,3. Die Lebensdauer der Myonen im Speicherring wird damit
T =97y = 62,3 pus.

Bemerkung: Das SRT-Ergebnis wurde bereits 1977 am Myonen-Speicherring des européi-
schen Forschungszentrums CERN in Genf mit hoher Genauigkeit experimentell bestétigt.
In Experimenten mit Li-Ionen im Speicherring ESR in Darmstadt konnte man 2014 die
SRT-Zeitdilatation auf + 2,3-107% genau messen, s. Abschn. 4.1.

9.26 Geschwindigkeitsaddition und Rapiditat

Betrachten wir zur Vereinfachung nur eine Raumdimension: Der Wechsel von einem Ko-

ordinatensystem in ein zweites, mit Relativgeschwindigkeit Sc in x-Richtung, ldsst sich
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am einfachsten mit einer Transformationsmatrix A(f) durchfiihren,

ct’ ct 1 -p
x x -5 1
wobei v = 1/3/1 - 2. Solch eine Transformation nennt man (Lorentz-)Boost.

1. Berechnen Sie die kombinierte Transformationsmatrix A(S8) = A(By)A(5y) fir zwei
aufeinander folgende Boosts mit Geschwindigkeiten cf3; 5 in z-Richtung. Wie lautet

der Zusammenhang zwischen § und 3,857
2. Zeigen Sie, dass ] < 1, wenn |3y 5| < 1.

3. Alternativ kann man einen Boost auch als Pseudorotation darstellen. Fiir einen
Boost in z-Richtung gilt dann

(*)

A - A(y)z( coshy —sinhy)

—sinhy coshy

mit der Rapiditdt y. Wie lautet der Zusammenhang zwischen S und y? Welcher

Zusammenhang ergibt sich im nichtrelativistischen Limes?

4. Berechnen Sie die kombinierte Transformationsmatrix A(y) = A(yy)A(y;). Wie lau-

tet der Zusammenhang zwischen y und y; 57

Losungen
1.
AN 1o-a\( 1 -8
Y 51 Y172 8, 1 8, 1
. ( L+ 516y —B81- 55 )
e =B1=By 1+ 515,
1 _ BitBs
:’71’72(1+5152)( 8,+8, 1+16162 )7
T 1418y
also

B By + Bs

p= 1+ 318
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2. Sei |B | < 1, dann folgt

R A
(1+ 5152)2

/3 ist also streng monoton steigend in 3, . Auberdem ist

851726 0.

li =z+1
51,11—{1115
und daher [§] < 1 fiir |3 5| < 1.
3. Durch Vergleich sieht man, dass
inh
coshy =1, sinhy = By = [f= SIY _ tanh Y.
coshy

Im nichtrelativistischen Limes ist g ~ y.

4. Mit den Abkiirzungen c = cosh, s = sinh wird
¢y Sy y\_ [ h St CYa  —5Y2
sy Yy —SY1 CYy —SYa  CYo

_ CY1CYy + SY18Yy  —SY1CYo — SY2CYy )

—SY1CY2 — SY2CY1  CY1CYo + SY15Y2

_ c(y1 +v2)  —s(y1 +y2) )
=s(y1 +92) (Y1 + 1)

und daher y = y; + ys.

9.27 Beschleunigte Bewegung

Zwei Raumschiffe, RS1 und RS2, befinden sich direkt nebeneinander und in Ruhe zuein-
ander. Die Besatzung von RS2 stellt die Triebwerke so ein, dass sie die konstante Beschleu-
nigung ¢ in z-Richtung erfahren. Die Transformation ins Ruhesystem von RS2 geschieht
am einfachsten mit der Matrix A(y(7)) aus Gl () in[9.26] wenn man y = g7/c setzt, mit
der Eigenzeit 7 von RS2. Die Besatzung sieht RS1 also mit der Vierergeschwindigkeit

u (1) = A", (7)u”(0), (u*)(0) = (c,0,0,0)”
in negativer x-Richtung hinweggleiten.
1. Zeigen Sie an diesem Beispiel, dass

u? = G (T)u" (1) =  und w-a-= g (T)a” (1) =0,
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mit der Viererbeschleunigung a* = du"/dr. Zeigen Sie, dass die zweite Identitat auch

ganz allgemein aus der ersten folgt.

2. Zeigen Sie an diesem Beispiel, dass die Viererbeschleunigung sich schreiben lésst als

a" = M* u” und berechnen Sie die Matrix M.
3. Welche Strecke hat RS2 zuriickgelegt, wenn es die Geschwindigkeit v relativ zu RS1
erreicht hat?
Losungen

1. Im Ruhesystem von RS2 entfernt sich RS1 mit einer Vierergeschwindigkeit

u(r) :( cosh(gr/c) —sinh(g7/c) )( c ):( ccosh(gt/c) )
—sinh(g7/c) cosh(gr/c) 0 —csinh(g7/c)

Damit wird

= et st} )( S

= ¢? (cosh?(g7/c) - sinh?(g7/c)) = c*.
Die Viererbeschleuningung ist dann

:d_u: ( sinh(g7/c) )
dr —cosh(g7/c)

—u-a= (CCOSh(gT/C)v —CSiHh(gT/C)) ( (1) " ) ( —ggscli)lilé(gg:{/cz) ) -

a

Die erste Beziehung impliziert die zweite, da

de® du* dg,utu” du” du
0z —=— =2 _9 R — 9y — =2u-a.
dr dr dr I gy e
2.
sinh(g7/c) 0 -1 00 cosh(gT/c)
—cosh(gr/c) -1 0 00 —sinh(g7/c)
a= =g = Mu.
0 0 0 00 0
0 0 0 00 0

Die Matrix M ist also proportional zum Generator fiir Boosts in z-Richtung.
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3. Nachdem die Eigenzeit 7 = T vergangen ist, entfernt sich das unbeschleunigte Raum-
schiff mit u” (T) = (y¢,yv), wobei v = 1/3/1 - v?/c?,
1 v/c

= cosh(gT/c) = —, sinh(gT/c) = .
1-v%/c? 1-v%/c?

Die Strecke, die in dieser Zeit zuriickgelegt wurde ist

1-v

L=/d7’|u1(7')|=fdrcsinh(g7/c)=%(Cosh(gT/c)—1)=%(;2/cg—1),

9.28 Relativistische Kinematik

Betrachten Sie den Zerfall eines Teilchens der Masse M in zwei Teilchen der Massen m,

und my, im Ruhesystem des zerfallenden Teilchens.

1. Bestimmen Sie Energie und Impuls der Teilchen unter Verwendung der relativisti-

schen Energieimpuls Beziehung und der Erhaltung des Viererimpulses.

2. Ein Z-Boson mit Masse M, = 91,2 GeV/c? zerfalle in zwei Tauonen mit Masse
m, = 1,8 GeV/c%. Berechnen Sie Energie und Impuls der Tauonen im Ruhesystem

des Z-Bosons.

3. Welche Ergebnisse erhalten Sie fiir ein Pion (M, = 140 MeV/c?), welches in ein Myon
(m,, =106 MeV/c?) und ein Myon-Antineutrino (m,, = 0) zerfallt?

Ergebnisse

1. Die Viererimpulserhaltung liefert (hier ¢ =1)

M?+m3-m3

E =
2 2M
M2 2_ .2
E,=M-E,= M A my ~my )
2M
Der Impuls der Zerfallsteilchen wird

M* = 2M*(m? +m3) + (m? —m3)?
4M? '

7 = 3 - m3 -
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E_=45,6 GeV, P, =45,56 GeV/c~ 45,6 GeV/e .

E, =110 MeV, 9], = [P, = 30 MeV/c .

9.29 Transformation der Felder

Ladungsdichte p und Stromdichte j lassen sich zur Viererstromdichte, (j*) = (pc,j), zu-
sammenfassen. Diese verhalt sich unter Lorentz-Transformationen geméf j = A*,j".

Gegeben sei ein Koordinatensystem KS in welchem ein unendlich langer, diinner Draht
entlang der x°-Achse verlaufe. Die positiven Ladungstriger (,Atomriimpfe) im Draht
ruhen in KS und tragen die homogene Linienladungsdichte A. Die Elektronen dagegen
tragen die homogene Linienladungsdichte —\ und bewegen sich mit der Geschwindigkeit

T) = _’Uég.

1. Wie lauten die zugehorigen Viererstromdichten j% und ;74 der Elektronen bzw. positi-

ven Ladungstriger? Welche E- und B-Felder werden von ihnen gemeinsam erzeugt?

2. Transformieren Sie ins Ruhesystem der Elektronen (KS’). Wie lauten hier die Vierer-
stromdichten? Berechnen Sie daraus die Felder E’- und B’. Stimmen die Ergebnisse

mit den allgemeinen Formeln fiir die Transformation der Felder {iberein?

3. In KS’ scheint die Situation analog zu KS zu sein, nur dass sich jetzt die positiven
Ladungstrager bewegen und die negativen ruhen. Dennoch tritt jetzt, wie in b)
berechnet, ein E-Feld auf. Erkliren Sie das Phénomen qualitativ und quantitativ

indem Sie die transformierten Viererstromdichten betrachten.

Losungen

1. Mit 8 = v/c haben wir

() = =Acd(x)d(y) L (%) = Acd(2)d(y) , (7)) = Acd(x)d(y)

o o o
W o o o
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9.290 Transformation der Felder

wobei j = j, + j_ die Gesamtstromdichte ist. Gemafs

4>

z-

E@= [ dyoip s B@= [ dyimies

i

erhalten wir E = 0 und

i
= w= CE d
B(#) " A8 [ i} R I e

(21 + 22 + w?)32 0 oy 0 R

. Der Boost entlang der negativen z3-Achse bringt

o O =

(ji“)=—%c5(x)5(y) , () = yAed(2)d(y) » (3"%) = yBAco(x)d(y)

o O O =
_ O O @

8
Das E-Feld eines Drahtes haben wir in berechnet; damit wird

Tl (= 2)"752—» 2 62)‘ r- ” 7/ 2\ 5—» ’
E'(&) = " f—en == en = E'(@). B(#) = =5,

Die allgemeine Formel fiir die Transformation der Felder lautet
Eﬁ :Eﬁwn7 Blll :§”7
:’Y(EL+BXB)7 BiZV(éL_BXE)

Entsprechend erwarten wir Ei = 'yB x B und Bi = vB ., was hier offensichtlich
gegeben ist.

. Anhand der Ausdriicke fiir die Stromdichten in KS und KS’ sehen wir Folgendes:

In KS sind die Linienladungsdichten ausgeglichen, d. h., es befinden sich gleich viele
positive und negative Ladungen pro Léngeneinheit im Draht. Bei der Transformation
nach KS’ findet jedoch eine Léngenkontraktion fiir die Abstdnde der Atomriimpfe
statt und daher A\ = Q/L - Q/L" = vQ/L = ~\, da diese sich nun bewegen. Fiir
die Elektronen dagegen findet eine inverse Léngenkontraktion statt, da diese nun
ruhen, A\ = Q/L - Q/L' =~y 'Q/L = v'\. Da die Zahl der Elektronen pro Lingen-
einheit nun unter der Zahl der Atomriimpfe liegt, tridgt der Draht nun insgesamt die
Linienladungsdichte A" = A(y—~"") = Ay/3?. Die Ladung ist also kein Lorentz-Skalar.
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9.30 Schwerpunkt- und Laborsystem

Betrachten Sie zwei Positronen e] und ej in einem Teilchenstrahl am SLAC. Zwei Koordi-
natensysteme sind hierbei relevant: Das Schwerpunktsystem der beiden Positronen, CMS
(= Center-of-mass-system), und das Laborsystem, LS.

Im LS haben die Positronen im Strahl eine Energie von je 50 GeV (v ~ 10°) und bewegen
sich beide in positiver Richtung auf der z-Achse, e] vor ej3.

Im CMS befinden sich die beiden Positronen ebenfalls auf der z-Achse, zunéchst in einem

Abstand d zueinander, und kénnen als nichtrelativistisch betrachtet werden.

1. Geben Sie das E- und B-Feld sowie die Kraft F' und Beschleunigung a = dv/dt
an, die e; aufgrund von e} erfahrt, wenn man die Situation im CMS und im LS

betrachtet.

2. Wie éndern sich diese Gréfsen, wenn sich die beiden Positronen nicht hintereinander,
sondern nebeneinander (mit Abstand d im CMS) befinden?

Hinweis: Die zeitliche Anderung des y-Faktors lautet:
o dy

mc2—L = Fo.
dt

Losungen

1. Sei CMS das gestrichene und LS das ungestrichene System. Im CMS seien 7, 5 die
Positionen von ej ,

T -Th=dé,

dann ergibt sich

E, ;2 u{ca Bl:O? F’, 22 ;cv
dy'v" dv’ e e? i
at " dt md® "

Fiir die Beschleunigung wurde ausgenutzt, dass die beiden Positionen im CMS nicht-
relativistisch behandelt werden kénnen, d. h. der y-Faktor aufgrund der Eigenbewe-
gung sehr nahe bei eins liegt.

Mit der Transformation der Felder erhalten wir im LS sofort

Ey=E, E, =0, B=0, F=F"



190 9.31 Feldstarketensor

Fiir die Beschleunigung ergibt sich mit mc?y = F'5,

dyv Lo dv -
— = (F —=F
o = (BB +my—
I~ _ A2 1
dt my ~y

Die Beschleunigung durch die Coulomb-Abstofsung ist im LS also um einen Faktor

~ 10" Kkleiner.

2. Im CMS ist

Damit folgt

E’l = %é;, B/ = 07
2 2
o €y S e
F' = ?ey, a = md2€y
Im LS wird (Boost mit )
Ey =0, By =0, E, =7E, B, =+vﬁxf7'=+7d_6;é;-
Die Kraft wird )
. . Jad

F:e(E+BxB):67(1—ﬁ2)E’:— :
Y
Wegen F B=0ist ~ eine Konstante der Bewegung, so dass sich fiir die Beschleunigung

. F F &
aqa=—= = —
ym Wzm 2

)

ergibt. Auch diese ist stark gedampft, etwa um einen Faktor ~ 10%.

9.31 Feldstarketensor

Der Feldstirketensor F' und der duale Feldstirketensor F sind definiert durch
~ 1

F,=0,A,-0,A,, F,, = EeWpUF”",
mit dem Vierervektorpotenzial A und dem Levi-Civita-Tensor & (1% = —gg193 = 1).

1. Driicken Sie F

R E L und F" mithilfe von F und B aus.
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2. Berechnen Sie damit F),, F"*" und FWFW.

3. Aus der Transformation des Feldstdrketensors, F),, = F,,A”, A%, folgen die trans-

formierten Felder
Eﬂ:E\\a ELZV(EL+BXB)a Bﬁzé\\a Bi:’Y(BL_BXE)
Zeigen Sie dies explizit fiir einen Boost in z-Richtung.

4. Zeigen Sie allgemein anhand der Gleichungen in (c), dass

E?-B?=FE*-DB? E'B' = EB.
Ergebnisse
1.
0 E' B E) 0 -E' -E> -E3
-E' 0 -B* B? E* 0 -B® B?
(Fw) = 2 3 1 (F) = 2 3 1
-E* B 0 -B E* B 0 -B
-F® -B?* B! 0 E?* -B* B! 0
(0 B B B (0 -B' -B*> -B°
~ -BY 0 E3 -E? ~ B 0 E?® -FE?
(Fu) = 2 3 o )= 2 3 1
-B° -F 0 E B -FE 0 E
-B® E? -E' 0 B E* -E' 0
2.

v D2 2
F, F™ =2(B* - E%),

F,F" = -4EB.

3. Die Transformationsmatrix ist

|

2

=

)
o = o O
- o o o
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Die transformierten Felder sind

((Fo | [ (A% =A% A Fyy Bt
E - Foo |=| (A% Foe+A'GFio)A% | =| ~(E?+5B°%) |,
\ Fos (A% Fos + Ao Fig) A%, V(E® - BB?) )
F N3N, Fyy B!
B'= Fiy |=| (A F+ A% Fg)A%s =] v(B?-BE?)
Fy (A" Fyy + A% Fpy) A% v(B*+ BE?)

4. Die Lorentz-Skalare éndern sich nicht,
B2 _pr_ p2_ e
E'B' = EB.
(In der expliziten Rechnung wird @(b x &) = —&(b x @) und (@ x b)(¢ x d) = (a¢)(bd) -
(ad)(b¢) benutzt.)

9.32 Teilchen im elektromagnetischen Feld

Gegeben sei ein (nichtrelativistisches) Teilchen mit Ladung ¢ in einem elektromagnetischen

Feld. Die Lagrangefunktion des Teilchens ist
. 1 . .o
L(1,8,8) = mi® + T3 A(t,7) - q®(t, 7).
c

1. Bestimmen Sie den kanonischen Impuls p. Wie hiangt p mit dem kinetischen Impuls
mi zusammen? Bestimmen Sie mithilfe der Legendre-Transformation die zugehdrige

Hamilton-Funktion

: : OL(t, %7
H(t,7,p) = pi - L(t, 7, %), p, = QLT T)
oz’
2. Leiten Sie aus den Hamilton’schen Gleichungen
: 0H ., OH
.= -, €T = s
p’l al‘l apz

die Bewegungsgleichung eines geladenen Teilchens im elektromagnetischen Feld her,

mf=q(E+(£/c) XB)

Hinweis: Aus B =V x A folgt die Identitiit (7 x B) = i;(0'AT - 9TAY).
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Ergebnisse

F=v.L=mi+ LA, = mi=p-Li
C

p ist also nicht identisch mit dem kinetischen Impuls. Die Hamitonfunktion wird

e EGIOA? g

mi = q(E + (Z/c) x B) .

(Bei der expliziten Rechnung wird @ x (b x ¢) = b(ac) — é(a@b) benutzt.)

9.33 Relativistische Lagrange- und Hamilton-Funktion

Gegeben sei ein Teilchen mit Ladung ¢ in einem Potenzial V. Die relativistische Lagrange-
bzw. Hamilton-Funktion des Teilchens ist (zZ = dZ/dt)

L(t,2,%) = —-mc*\/1 - 2%/ -V (Z), H(t,z,p) = Vm?c + PP+ V(2).

1. Zeigen Sie, dass L und H im Grenzfall |Z| < ¢ baw. || < mc die bekannten nicht-

relativistischen Formen annehmen. Wie lautet der Zusammenhang zwischen z und

p?

2. Zeigen Sie, dass die Euler-Lagrange-Gleichungen und die Hamilton’schen Bewe-
gungsgleichungen die Form von verallgemeinerten Newton’schen Bewegungsgleichun-

gen haben.

3. Sei nun V(Z) = ~¢E#, mit E = Eé,, das Potenzial eines homogenen elektrischen
Feldes in z-Richtung. Berechnen Sie Z(t), #(¢) und Z(t) zu den Anfangsbedingungen
7(0) = 2(0) = (0,0,0)7.
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Losungen

1. Dav1zxaw~1xx/2fir 2 « 1 erhalten wir

1. P
L ~-mc*+ —ma* -V (%), Hmm02+p—+V(i).
2 2m

Die Bewegungsgleichungen éndern sich nicht, wenn man eine totale zeitliche Ab-
leitung df /dt zur Lagrange-/Hamilton-Funktion addiert. Das Ergebnis ist deshalb
aquivalent zur iiblichen nichtrelativistischen Form.

Verallgemeinerte Impulse und Geschwindigkeiten hingen zusammen {iber:

pc Lo mx

——, p —.
N ey

7=V,H=

2. Die Euler-Lagrange-Gleichungen sind

d . . d T .
—V;L=VL = £ V().

dt dt /1 B :%2/02

Sie entsprechen den Newton’schen Bewegungsgleichungen mit Impuls ma/(1-22/c¢?)/2.

Die Hamilton’schen Bewegungsgleichungen sind

S.

©

pc
b
\/mzc2 +ﬁ2

Der einzige Unterschied zu den bekannten Newton’schen Bewegungsgleichungen ist

i=V,H p=-VV(%).

die verdnderte Beziehung zwischen p und 7.

3. Es gibt zwei Losungswege. Am einfachsten ist das Hamilton’sche System:

e p=qEé
2 + 2

Dap,, =0, gilt p, ,(t) = p,,(0) = const o< £(0), y(0) = 0. Also &,9,p,,p, = 0. Weiter
ist p,(t) =p,(0) + gEt. Da jedoch 2(0) = 0 erhalten wir

T = 5

qEt
Vm2E + (qEt)?

Im Lagrange-Formalismus gilt

2(t) = p.(t) = qEt.

dyi _dvi
dt — dt
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Integration zusammen mit den Anfangsbedingungen ergibt #(¢) = y(t) = 0 und

damit auch p, , = 0. In der 2-Komponente ist

d:_df__z _)_4E
dt — dt 1-2%/c? m

Integrieren ergibt

' Et Et
=1 - 5(t) =~

1-2%2 m Vm2c? + (th)2’

und wieder p,(t) = qEt.

Fiir die Koordinaten haben wir z(t),y(t) = 0, sowie

t

2 2
z(t)zfdt gLt - e 1+(‘I_Et) “1).
5 Vm2e + (gBt)?  ab mc

9.34 Feldstarke- und Energie-Impuls-Tensor

1. Die Maxwell-Gleichungen, mit dem (dualen) Feldstarketensor ausgedriickt, sind

v 4 37 oy
0. = L, 9, =0,

Zeigen Sie dies explizit indem Sie E, B, p und j einsetzen.
2. Zeigen Sie, dass die beiden Gleichungen
9,F,,+0,F,, +0,F,, =0, 9, =0

einander aquivalent sind. Zeigen Sie aufterdem, dass diese Beziehungen durch die
Definition F,, = 9,4, - 0,A,, automatisch erfiillt sind.

3. Der Energie-Impuls-Tensor des elektromagnetischen Feldes ist gegeben durch

1 1
TH =—-—|F*E, —=6" FPF )
v 47'('( vp 4 v af

Zeigen Sie, dass in Abwesenheit auberer Krifte F,j” = 0 gilt, indem Sie die Diver-
genz des Energie-Impuls-Tensors, 9,7, berechnen und die Maxwell-Gleichungen

benutzen.
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Losungen
1. Es ist
0,F° =E", 0, F4 = %ikp, aiﬁio = B, ﬁiffij = —Vikp,

Damit folgt

70 S8
(0, F) = aiF ). ) Eﬂ e 4dmp _ 4_7ij’
8 Oy F" + O, F" ~L9E+V =B dn c

— .
T L VB (Y
! O FY + 0, F -19,B-VxE 0

2. Wir kontrahieren den ersten Ausdruck mit e:

0=e"*(0,F,,+0,F,, +0,F,,)=c""0,F,, +c""0,F, +e"°0,F,,
- 309, I, = 60, .

Die Kontraktion mit e ldsst nur den total antisymmetrischen Teil iibrig. Da der
Ausdruck 0,F,, + 0, F,, + 0,F,, jedoch bereits total antisymmetrisch ist, fillt bei
der Kontraktion mit € nichts weg und die beiden Gleichungen sind dquivalent.
Setzen wir die Definition von F' mit dem Vierervektorpotential A ein, erhalten wir
o,F,,+0,F, +0,F, =0,0,A,-0,0,A,+0,0,A,-0,0,A,+0,0,A,-0,0,A,

v pp P

= ()’
oder

20, F# = 20, Fr = 99,0, A, = 90,0, A, = ~£""°0,0,A, = 0.

3. In Abwesenheit auflerer Krafte haben wir
1 (63
0=-470,T", =0, (FWF,,p -7 F ﬁFaﬂ)

1 (0%
= (0,F"")F,,+ F*"9,F,, - 5F 0, F g

4

_ 1 1
vpd” + F“”§(8uF,,p -0,F,,) - §F“p8 F

v pp

47 , 1 4 .
= ? ijp + F“P§(8MFVP +6me, +(9pr#) = 7Fl,pjp.
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9.35 Wirkung des elektromagnetischen Feldes

Betrachten Sie die Wirkung

Y , 1 m*c®
S = fd4$ (_—F - ]“Au'f‘% hQ

A*‘AM) ,

welche gegeniiber der iiblichen Wirkung des elektromagnetischen Feldes durch eine end-
liche Photonmasse m modifiziert wurde; das Planck’sche Wirkungsquantum # ist eine

Konstante von der Dimension einer Wirkung.

1. Welche Bewegungsgleichungen folgen aus dieser Wirkung, wenn Sie die Variation
der Wirkung nach A, durchfiihren? Rechnen Sie in Lorenz-Eichung, 9, A" = 0

2. Zeigen Sie, dass die Wirkung invariant ist unter der Eichtransformation A, —
A, +9,¥, wenn der Viererstrom erhalten bleibt, 9,j* = 0, und die Photonmasse

verschwindet, m = 0.

Hinweis: Nehmen Sie an, dass die Felder im Unendlichen hinreichend schnell abfallen, so

dass Randterme verschwinden.

Ergebnisse

1. Die Bewegungsgleichung wird allgemein

2.2
4
s o g AT

h2
so dass fiir A und in Lorenz-Eichung folgt
2 2

mec 47r
-2

2. F ist eichinvariant,
0,(A,+0,¥)-0,(A,+0,¥)=0,A,-0,A,+(0,0,-0,0,)V.
Fiir den jA-Term erhalten wir mit partieller Integration

fd4xju(14#+a#\1/):fd%j“A#Jrfdgxnuj“\ll—fd‘lx‘lfﬁuj“:fd%j“Aw

——
=0

(S —
=0
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d. h., solange der Viererstrom erhalten bleibt, ist dieser Term eichinvariant. Fiir den

Massenterm ergibt sich
[ dtear oy, +0,0) = [ dte(ara, s 2400,0 4+ 0,00").

Der letzte Term verschwindet, wenn man die Wirkung nach A variiert, der zweite
Term jedoch nicht. Fiir m # 0 folgen aus dieser Wirkung also eichabhéngige Bewe-

gungsgleichungen.

9.36 Fourier-Transformation

Die Fourier-Transformierte f einer Funktion f und die inverse Fourier-Transformation
sind definiert durch

Fb) = [ g™, @)= [ & )3f

Die Funktion f erfiille im Folgenden die mathematischen Voraussetzungen fiir die Exis-
tenz der Fourier-Transformierten. Nehmen Sie insbesondere an, dass f im Unendlichen

verschwindet.

1. Zeigen Sie explizit, dass die inverse Fourier-Transformation der Fourier-Transformierten

wieder in der Ausgangsfunktion resultiert, falls sich die Delta-Distribution als

5 (7) = f (271)3 ok (x*)

darstellen lasst.

2. Zeigen Sie, dass Gl. (x+) gilt, indem Sie einen Dampfungsterm —e(|k'| + [k?] + k%)),
€ > 0 einfithren und erst nach der Berechnung des Integrals den Grenziibergang € — 0

durchfithren.

3. Zeigen Sie, dass die Fourier-Transformation Ableitungen in einfache Produkte ver-

wandelt, indem Sie die Fourier-Transformierte von 9, f(Z) berechnen.

4. Berechnen Sie die Fourier-Transformierte von f(z) = e ' 1(29) Wie ldsst sich das

Ergebnis allgemein charakterisieren?
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Losungen

otk _ 3 ~ &’k ik(Z-7) _ 3 SNS3 (oY - (7
£(@) = f(2 ST = [ @y1@) [ G50 = [ @yi@ee-9) =)

=5°(&-9)
2. Da die einzelnen Dimensionen separieren, berechnen wir nur eine davon:

) 0
. . . 1 1 1 1
dk ezkx—e|k| _ dk e—k(e—zax) + dk ek(eﬂm) _ ( + ) €

21 J 27 . 2T 2T -

€—1r €+1x mel+a?

Der letzte Ausdruck geht fiir € - 0 in die é-Funktion iiber, da

i 0, z+#0 1 e 1 T
lim = , dx — = —arctan —

= 1.

— 00

e—0 oco. =0 7TEQ+£IZ'2 ™ €

I

3. Wegen f(£o00) =0 entstehen bei der partiellen Integration keine Randterme:

GF(R) = [ dr@uf@)e™ =~ [ da f(@)0,e" = <ikF(E)

) ./ dy e /() tke  gmak?[2 / do e~ (@+iak)?[(2a) _ | /o0 o-ak?2

Die Fourier-Transformierte einer Gault-Kurve ist wieder eine Gauf-Kurve, aber die

neue Standardabweichung ist der Kehrwert der alten.

9.37 Losung der Wellengleichung

Sei D(t,%) die Losung der Wellengleichung,
O*D(t,7) = (05 - A) D(t,2) =0
zu den Anfangsbedingungen
D(0,%) =0, (0,D)(0,%) = 6*(%).

Die Fourier-Transformierte von D beziiglich der rdumlichen Koordinaten lautet

ez _ e—zwt

D(t,k) = : w = |kle.

21w
Zeigen Sie, dass sich die inverse Fourier-Transformation von E(t, l;;) schreiben lasst als
0(t —|z|/c) - o(t +|z|/c)

47 c?| 7|

D(t,7) =
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Ergebnis

Der obige Ausdruck fiir die inverse Fouriertransformierte léasst sich leicht berechnen, wenn
wir das Koordinatensystem so legen, dass k% = krcos6 mit r = || ist und zusétzlich
§(ct 1) =c15(t £ r/c) benutzen.

9.38 Felder und Potenziale ebener Wellen

Betrachten Sie eine ebene Welle im Vakuum (j* = 0) von der Form
E(t,7) = Ey(z,y) sin(kz — wt), B(t,%) = By(z,y) sin(kz — wt),

wobei Ej, und BO beide in der xy-Ebene liegen.

1. Welche Beziehungen miissen zwischen k£ und w sowie zwischen EO und BO herrschen
und welche Bedingungen miissen EO und BO erfiillen, damit £ und B die Maxwell-

Gleichungen l6sen?

2. Finden Sie fiir diese Felder das entsprechende Viererpotenzial (A*) mit
Ei — azAO _ aOAi7 Bz — _€0ijkajAk7

welches sowohl die Lorenz-Eichung, d,A" = 0, als auch die Coulomb-Eichung, 0, A" =
0, erfiillt.

3. Betrachten Sie nun eine ebene Welle mit dem Viererpotenzial,

w
aok—c + as

ay

(4t 2)) -

cos(kz —wt),
az

w
Qg — A3,

welches eine Losung der quellfreien Maxwell-Gleichungen ist. Welche Bedingungen
fiir die a; lassen sich aus den Maxwell-Gleichungen fiir E und B ableiten? Welche

der a, sind eichabhéngig?
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Losungen

1. Sei k = ké,. E und B in die Maxwell-Gleichungen eingesetzt ergibt (EE’O = kB, =0)

|

ﬁEZO = @ 020,
VB=0 = VB,=0,
I . = O .
VxE+-0B=0 = VxEsin(kz-wt)+ (k x Fy— gBO) cos(kz —wt) =0,
c c
e D . - - .
VxB--0,E=0 = VxDBysin(kz-wt)+ (k x By + gEO) cos(kz —wt) = 0.
c c

Die ersten beiden Gleichungen ergeben bereits je eine Bedingung an E’O und BO. Aus
der dritten und vierten Gleichung folgt ¥ x Ey = 0 und V x B, = 0. Das siecht man
daran, dass diese Rotationen parallel zu €, sind oder daran, dass sin 1 cos. Weiter

folgt, wenn man die cos-Terme ineinander einsetzt:

-

ke - -
w = ke, n=—, By =1nx E,.
w

2. Da E und B proportional zu sin(kz — wt) sind machen wir folgenden Ansatz
CI)(t7 Ty, Z) = q)[)(xa y) COS(kZ - Wt)v A(t7 .Y, Z) = AO(‘/E’ y) COS(kZZ B Wt)

Das elektrische Feld lautet dann

—

EZ-v®, cos(kz —wt) + k®ysin(kz — wt) — gflo sin(kz — wt).
c
Da E 1 k folgt ®y =0 und A, = —Eo/k. Fiir das magnetische Feld ergibt sich dann
(V x Ey= 0)
B =7 x Eysin(kz — wt).

Die Potenziale sind demnach

O(t,z,y,2) =0, A(t,x,y,2) = —W cos(kz — wt).

Wegen VE, = lgEo = 0 erfiillen diese Potenziale sowohl die Lorentz- wie auch die

Coulomb-Eichung.

3. Da dieses Potenzial (in passender Eichung) die Wellengleichung

PA* =0
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erfiillt, muss w = kc gelten. Damit erhalten wir

ag + as
(47t 7)) = Zl cos(kz — wt).
2
Gp —as

Das elektromagnetische Feld lautet dann

—a az
E=k| -a, |sin(kz-uwt), B=k| -a, |sin(kz-uwt).
2a3 0

VB =0und VxE + %@B = 0 bestimmen die Potenziale und geben damit keine

Bedingungen an die a,;. Weiter erhalten wir

0
- I
VE =2k*azcos(kz—wt) =0, VxB--0,F=2k*azcos(kz-wt)| 0 |=0
c
1
= Q3 = 0.

Die Maxwell-Gleichungen fordern also ag = 0, wéihrend q, » beliebig sind. a, , tau-
chen in E und B auf und stellen die beiden Freiheitsgrade des elektromagnetischen

Feldes dar. Daher sind sie auch eichunabhéngig, im Gegensatz zu a.

9.39 Polarisation von Wellen

Gegeben sei eine Uberlagerung zweier linear polarisierter Wellen mit gleichem Wellenvek-
tor & und der elektrischen Feldstirke

E(t,%) = E, cos(k, ") + E, cos(k, 2" +0) mit Ek=E,k=0.

Betrachten Sie o. B. d. A. eine Ausbreitung der Wellen in z-Richtung, d. h., wahlen Sie

k = ké,. Es ist zweckmifig, die Abkiirzungen ¢ = kz — wt sowie
a, = EY + E5 cos @, b, = E5sinf,
ay = EY + EY cos 0, by = EYsind,

einzufithren. Diskutieren Sie die Polarisation der elektrischen Feldstarke fiir die beiden

Spezialfille

1. a1b2 = azbl
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2. a1a2 = _b1b2 mlt a,% + bQ = a/% + b%

Ergebnisse
Mit k = ké, folgt F7 = E5 = 0. Mit den gegeben Abkiirzungen sowie
cos(k,a" +0) = cos(¢ — 0) = cos ¢ cos ) + sin ¢sin 0

wird die Feldstarke

ay CoS ¢ + by sin ¢
E= 5 COS @ + by sin @
0

1. Mit a, /by = ay/by erhalten wir

ay
- b
E=| ay |(cosp+—Lsing).
ay
0

Beide Komponenten der elektrischen Feldstérke sind also in Phase und die resultie-

rende Welle ist deswegen linear polarisiert.
2. Mit a,/b, = —by/a, und a? + b2 = a3 + b3 erhalten wir

@y oS ¢ + by sin ¢
E = Z—f(al cos(¢ +7/2) + by sin(¢p +7/2))
0

Es gibt hier also eine Phasenverschiebung von 7/2. Wir kénnen aukerdem noch

zeigen, dass

a 2
a3 +b3 = (a3 +b3) (b—2)

1

= |ag/by| = [ba/ay| = 1.

Damit erhalten wir
2 2
E* EY
— | +|—— =1.
Vai+b? Va2 +b?

Dies ist eine Kreisgleichung, entspricht also zirkularer Polarisation.
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9.40 Wellenpaket in einer Dimension

Gegeben sei ein Wellenpaket, das sich in die positive z-Richtung ausbreite,
r dk (k) ei
U(t, l’) _ f _a'(k,) e—zw(k)tﬂkm.
J 2T

1. Nehmen Sie an, dass w(k) im Spektralbereich des Wellenpakets linear approximiert

werden kann, d. h.

dw

w(k) ~w + (k- ko)@

) Wo :W(k?o)'

k=k

Zeigen Sie, dass sich das Wellenpaket mit der Gruppengeschwindigkeit v, = Z—ﬂ .
-0

unveréndert fortpflanzt (bis auf eine ortsunabhéngige Phasenverschiebung).

2. Untersuchen Sie nun den zeitlichen Verlauf des Wellenpakets fiir eine nichtlineare

Dispersionsrelation mit

w(k) = %akz

fiir den Fall, dass das Wellenpaket zum Zeitpunkt ¢ = 0 die folgende Form habe

u(0,2) = uq cos(lirox)e_wQ/(%).

Ergebnisse
1. Esist
dk ~ ikx ~ ~
u(V,0)= [ Satk)e - (k) =0, k).
T
Weiter haben wir, mit w(k) eingesetzt,
; dk . .
U(t,ZE) _ efz(wofvgko)t / 2_ ﬂ((), k‘) elk(vagt) — efz(wofvgko)tu(o’ T — Ugt).
s

D. h., das Wellenpaket zur Zeit ¢ ergibt sich (bis auf den Phasenfaktor) aus dem
Wellenpaket zu Zeit ¢ = 0, um v,t nach rechts verschoben. Das Wellenpaket éndert

also nicht seine Form.

2. Mit w(k) = ak?/2 erhalten wir fiir das zeitabhiingige Wellenpaket nach lingerer
Rechnung

U(t, :U) = ———¢€ (1+iat/s) el+iat/s 4 @ 1+iat/s

g _12/(26)+im(k0)t( ikg® ikg )
2 1+iozt/5

Durch das ¢ im Nenner und durch die k-abhéngige Gruppengeschwindigkeit, v, = ok,
zerfliefkt das Wellenpaket mit der Zeit und wird zudem gedampft.



9 AUFGABEN 205

9.41 Elektromagnetische Strahlung einer Antenne

In einer linearen Stabantenne der Lange 2! fliefe der Strom

j(t3) = 15)5)e0 - ) (1- ) e re.

1. Zeigen Sie, dass das Vektorpotenzial der Antenne in der Fernzone gegeben ist durch

ikr—iwt i klz 2
Az - LLe (Sm ) :
) klz k2

¢ r 2r

wobei r = |Z|, k = w/c. Verwenden Sie dazu die Ndherungen r > A = 27/k und r > [,
machen Sie jedoch keine Annahme {iber das Grofsenverhéltnis zwischen A und [.
Hinweis: In fiihrender Ordnung gilt

1

| = 7]

—_

. — I . U
ezk|:p—x | zkre—lkxm /r‘

—e

<

Warum? Unter welcher zusétzlichen Annahme finden Sie die Dipolndherung wieder?

2. Berechnen Sie das B-Feld in Kugelkoordinaten und daraus unter Verwendung der
Maxwell-Gleichungen das E-Feld. Beachten Sie, dass Sie in der Fernfeldniherung

nur Terme der Ordnung 1/r zu beriicksichtigen brauchen.

3. Skizzieren Sie die Winkelverteilung der abgestrahlten Leistungsdichte.

Losungen

1. In Lorenz-Eichung lautet das retardierte Vektorpotenzial

A(t,f):fdgxlj(t_‘x 33’/61’)/0

|7 - |

Ie e f |Z’|/l eik\/x2+y2+(z—z')2.
\/.T +y

+(z-2)?

Wegen |Z| = r > [ ndhern wir zur Ordnung 1/r,

exp [zk\/:l?2 +yt+ (2 - Z/)Q] exp|ikr] [ ‘kzz’]
~ exp[-ik—].
\/x2+y2+(z—z')2 r "

In der Dipolndherung wiirde man zuséatzlich noch A > [ ansetzen und erhielte damit

kz" « 1. In der Dipolndherung wiirde demnach der letzte Term auch noch verschwin-

den.
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Wir erhalten fiir das Vektorpotenzial

~ zkr iwt
A(t :L‘) _ Iée, f ds' ( |Z |)eikzz'/r'

Fiir das Integral erhalten wir im Einzelnen

l klz

. ’ sin =&
dz' e—zk:zz /r _ 21
k:lz ’

21 r

I , l , 2
[ ds' me—ikﬂ'ﬁ“ - f dz' 2 coskzz'[r = o sin% 2l —— (coslkz[r - 1)
I J l kz )

(klz
sin &2 MZ sin ’;lf
=2l klz -1 Tkz |

r or

-1l

Das Vektorpotenzial wird damit schliefslich

. . 2
- Il ikr—iwt sin klz
A7) = =2 ( )

klz
& T o

2. Um das B-Feld auszurechnen, benutzen wir é, = €. cosf — é;sin¢. Da sowohl A, =0

als auch d,A; =0, hat das B-Feld nur eine ¢-Komponente:
Ag — 0p4,

—

B(#) = 67“’ (0,(rAy) - 9,A,) = éw(@Ae N ) w80, A~ ik A,

T
| —

o(r 2)

Hier sind alle Terme vernachléssigt, die schneller als 1/r abfallen. Das B-Feld wird

Ikl sm(kr wt)

C

R . sin klc2089 2
B = f(9) € f(e) ZSIHH(W) .
2
Da k[|é, und EHéw, muss das E-Feld die Form E = E,é, haben. Da E aukerdem
nicht von ¢ abhingt, ergibt das Induktionsgesetz
Ik2l cos(kr - wt)

C r

—a  (rE,) = VXE———at f(0)e, .

Wir sehen, dass -0,B,/c=0,(rB,)/r und erhalten daher als Losung

E:B¢ég .

3. Die abgestrahlte Leistungsdichte (Abb. ist durch den Betrag des Poynting-
Vektors S gegeben:

—

S=ExB=B2%, =S|« f9).
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0.8

0.6

F2(0)

0.4

0. 2 /,

o
INERS

Abb. 9.1 Winkelverteilung der abgestrahlten Leistungsdichte einer Antenne fiir drei Wer-

te von kl mit Antennenlénge 2/ und Wellenzahl k = w/c
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