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23 Lorentz-Transformation 23 Lorentz Transformation

23.a @GuLer- und Lorentz-Transforma- 23.a Gkt and Lorentz Transforma-

tion tion
Die Gleichungen der Nvronschen Mechanik sind The equations of Mvton's mechanics are invariant
invariant gegen die Gucer-Transformation (Gue-  under the Gricer transformation (Guicer invariance)
Invarianz)
X=%x y=y, Z=z-vt t =t (23.1)

Wir werden im Folgenden sehen, dass diexMeLL- ~ We will see in the following that MxweLL's equa-
Gleichungen bei geeigneter Transformation vontions are invariant under appropriate transformations
Feldern, Stromen und Ladungen invariant sind gegenf fields, currents and charges against linear transfor-
lineare Transformationen der Koordinateny, z  mations of the coordinates y, z, andt, which leave
undt, die die Lichtgeschwindigkeit invariant lassen the velocity of light invariant (brentz invariance).
(Lorentz-Invarianz). Eine derartige Transformation Such a transformation reads

lautet
_ v
X=x y=y z7=—V y-_"¢ (23.2)

V2 V2
1-3 1-5

Betrachten wir zwei Ladungeg und —q, die sich  Consider two chargesund —q, which are fort < 0
furt < 0 am gleichen Ort befinden und auch fur at the same point and which are alsofar At at the

t > At am gleichen Ort sind, sich aber im Intervall same point, which move however in the time interval
0 < t < At gegeneinander bewegen, wobei sie sichD < t < At against each other. They separate at time 0
zur Zeit 0 am Ortrg trennen und zur Zei\t am  atrg and they meet again at timg atry. They gen-
Ort r, wieder zusammen kommen. Diese erzeugererate according to (21.14) and (21.15) a field, which
nach (21.14) und (21.15) ein Feld, das sich von diesepropagates with light-velocity. It is fierent from
beiden Ladungen mit Lichtgeschwindigkeit ausbrei-zero at pointr at timet only, if t > |r — r¢|/c and

tet und am Ortr nur fur Zeitent von Null ver- t < At + |r —r4|/c holds. This should hold indepen-
schieden ist, fur dig > |r — ro|]/c undt < At + dently of the system of inertia in which we consider
Ir — r1]/c gilt und zwar unabhangig vom Inertialsys- the wave. (We need only assume that the charges do
tem, in dem wir uns befinden. (Wir miissen dabeinot move faster than with light-velocity.) If we choose
nur voraussetzen, dass sich die Ladungen nicht min infinitesimalAt then the light flash arrives at time
Uberlicht-Geschwindigkeit bewegen.) Wahlen wir t = |r — r|/c, since it propagates with light-velocity.
insbesonderet infinitesimal, so kommt der Licht-

blitz zur Zeitt = |r — rg|/c an, bewegt sich also mit

Lichtgeschwindigkeit.
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Da die Lorentz-Transformation nicht mit den Geset- Since the lorentz transformation is not in agreement
zen der Mwronschen Mechanik vertraglich ist und with the laws of Nowton’s mechanics and theAsiLer
die Gauer-Transformation nicht mit den Mkwer-  transformation not with MxweLL’'s equations (in a
Gleichungen (das Licht musste sich in einem be-smoving inertial frame light would have a velocity
wegten Inertial-System mit einer von der Richtungdependent on the direction of light-propagation) the
abhangigen Geschwindigkeit ausbreiten), entsteht diguestion arises which of the three following possibil-
Frage, welche der drei Moglichkeiten in der Naturities is realized in nature:

erfulltist: (i) there is a preferred system of inertia for electrody-
(i) es gibt ein ausgezeichnetes Inertialsystem fur digamics, in which MxweLL's equations hold (ether-
Elektrodynamik, fur das die MweLL-Gleichungen hypothesis),

nur gelten Ather-Hypothese), (ii) Newton’s mechanics has to be modified

(ii) die Newron-Mechanik ist abzuandern, (iif) M axweLL's equations have to be modified.

(iii) die M axweLL-Gleichungen sind abzuandern.

Die Entscheidung kann nur experimentell géiea  The decision can only be made experimentally: An
werden. Ein wesentlicher Versuch zur Widerlegungessential experiment to refute (i) is theidveLson-

von (i) ist der McueLsoN-MorLEY-Versuch: MoRrLEY experiment:
Ein Lichtstrahl tritt auf einen A light beam hits a half-transparent
halbdurchlassigen Spiegel $p Sp, mirror Sp,, is split into two beams,
wird durch diesen geteilt, an 1 which are reflected at mirror $p
zwei Spiegeln Sp und Sp im S and Sp, resp. at distancd
Abstand| reflektiert und an dem H and combined again at the half-
halbdurchlassigen Spiegel wieder ‘ transparent mirror. One observes
zusammengefiihrt. Man beobachtet Sp, the interference fringes of both
die Interferenz der beiden Licht- ‘ beams at B. If the apparatus moves
strahlen bei B. Bewegt sich die with velocity v in the direction of
Apparatur mit der Geschwindigkeit the mirror Sp, then the timd; the
v in Richtung Spiegel Sp so light needs to propagate from the
betragt die Laufzeitt; zwischen 75,7 half-transparent mirror to Spand
dem halbdurchlassigen Spiegel und back is
dem Spiegel Spund zuriick
I I 2lc 2l V2

tl:c—v+c+v=c2—v2=€(1+§+'")' (23.3)

Fur die Laufzeit, zum Spiegel Spergibt sich The timé;, the light needs to the mirror 3|5
2l 2l V2
= \/ﬁ = E(1+ 2_02 + ), (234)

da sich die Lichtgeschwindigkeit in die beiden since the light velocity has to be separated into the
Komponenterv und Vc2 — 2 zerlegt. Damit bleibt two components and Vc? — 2. Thus there remains
ein Gangunterschied the time diference
Iv2

h-t= el (23.5)
der durch Verschiebung der Interferenzen messbawhich would be measurable by a displacement of the
ware, wenn zum Beispiel die Geschwindigkeit der interference fringes, if for example the velocityis
Erde gegeniuber der Sonne ist. Diese Verschiebuntie velocity of the earth against the sun. This dis-
wurde nicht beobachtet. Man kann einwenden, dasplacement has not been observed. One may object
das daran liegt, dass déther von der Erde mit- that this is due to a drag of the ether by the earth.
gefuihrt wird. Es gibt jedoch viele weitere Versuche, There are however many other experiments, which are
die fur die Lorentz-Invarianz sprechen, das heif3t der all in agreement with brentz invariance, i.e. the con-
Konstanz der Lichtgeschwindigkeit im Vakuum un- stancy of the velocity of light in vacuum independent
abhangig vom Inertialsystem. of the system of inertia.
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Dafur spricht vor allem, dass die KonsequenzenThe consequences in mechanics for particles with ve-
fur die Mechanik bei Versuchen mit Teilchen nahelocities comparable to the velocity of light in partic-
der Lichtgeschwindigkeit, insbesondere bei Elemenular for elementary particles have confirmegkknrz
tarteilchen bestens bestatigt werden. invariance very well.

Entwicklung der Relativit atstheorie Development of the Theory of Relativity

Um die Geschwindigkeit der Erde gegen den posdin order to determine the velocity of the earth against
tuliertenAther zu bestimmen fithrten iherson und  the postulated ether herson and Moriey per-
Morcey ihr Experiment erstmals 1887 mit nega- formed their experiment initially in 1887 with the
tivem Ergebnis durch: Keine Bewegung gegen demegative result: No motion against the ether was de-
Ather konnte festgestellt werden. Zur Erklarungtected. In order to explain thisfzcerarp (1889) and
postulierten FzceraLp (1889) und lorentz (1892), Lorentz (1892) postulated that all material objects
dass sich alle Gegenstande in Richtung der Beweare contracted in their direction of motion against
gung gegen derther verkiirzen. (vgl. brenxtz-  the ether (comparedrentz contraction, subsection
Kontraktion, Unterabschnitt 234). 23.bp).

Im Folgenden werden wir die Idee der vierdimen-In the following we will develop the idea of a four-
sionalen Raum-Zeit entwickeln, innerhalb deren mardimensional space-time, in which one may perform
Transformationen vornehmen kann ahnlich den or{ransformations similar to orthogonal transformations
thogonalen Transformationen im dreidimensionalerin three-dimensional space, to which we are used.
Raum, an die wir bereits gewdhnt sind. Allerdings However this space is not avE.ibean space, i.e. a
handelt es sich dabei nicht um einenxkbiischen space with definite metric. Instead space and time
Raum, d. h. einen Raum mit definiter Metrik, have a metric with dferent sign (see the metric ten-
vielmehr haben Raum und Zeit unterschiedlichesorg, eq. 23.10). This space is also calledvikbwski
Metrik (siehe metrischer Tensgr Gleichung 23.10). space. We use the modern four-dimensional notation
Man nennt diesen Raum auchadowski-Raum. Wir  introduced by Mnxkowskr in 1908.

verwenden dabei die moderne vonNdowskr 1908

eingefulhrte vierdimensionale Notation.

Ausgehend von den Grundideen der speziellerstarting from the basic ideas of special relativity
Relativitatstheorie The laws of nature and the results of experiments in
Die Naturgesetze und Ergebnisse der Experimenta system of inertia are independent of the motion of
in einem Inertialsystem sind unabhangig von dersuch a system as whole.

Bewegung des Systems als Ganzem. The velocity of light is the same in each system of in-
Die Lichtgeschwindigkeit ist in jedem Inertialsystemertia and independent of the velocity of the source
die Gleiche und unabhangig von der Geschwindigkeitve will introduce the lorentz-invariant formulation
der Quelle. of MaxweLL’s equations and of relativistic mechanics.
werden wir in den folgenden Abschnitten die

Lorentz-invariante Formulierung der MweLL-

Gleichungen und der relativistischen Mechanik

einfuhren.
23.b Lorentz-Transformation 23.b Lorentz Transformation
Wir fihren die Notation We introduce the notation
X=ct, xt=x xX=zy, xX*=z (23.6)
oder kurz or shortly
(X) = (ct.r) (23.7)

ein und bezeichnen diese als die kontravarianteand denotes them as the contravariant components of
Komponenten des Vektors. Weiter fihrt man the vector. Further one introduces

(%) = (ct, —r). (23.8)
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ein, die als die kovarianten Komponenten des Vektorsvhich are called covariant components of the vector.

bezeichnet werden. Dann kdnnen wir auch Then we may write
=", X =0guX (23.9)
schreiben (Summationskonvention) mit (summation congaht
1 0 0 O
@=@=|g o 1 o (23.10)
0 0 0 -1

Man bezeichneg als den metrischen Tensor. GenerellOne callsg the metric tensor. Generally one has the
gilt fir das Herauf- und Herunter-Ziehen von Indices rules for lifting and lowering of indices

C-#..=¢”C-+y--, C-y--=QuC- - (23.11)
Wir vereinbaren: Indices, A, u, v laufen von 0 bis 3, We introduce the convention: Indicesa, u, v run
Indicesa, , y, ... von 1 bis 3. Man beobachtet, dassfrom 0 to 3, indicesy, 3, v, ... from 1 to 3. One
nach (23.11p,” = gu.9” = ¢,”, d', = g0 = &,  observes that accordingto (23.1}) = 9.9 = 6,”,
mit dem Kronecker-Delta ist. d', = g*g,, = ¢, with the Kronecker delta.
Wird ein Lichtblitz zur Zeitt = 0 beir = O erzeugt, Ifalight-flash is generated at tinte= 0 atr = 0O, then
so wird seine Wellenfront durch its wave front is described by

L=t -r?=x¥x,=0 (23.12)

beschrieben. Wir bezeichnen das durch die Koor- We denote the system described by the coordinates
dinaten ¥ beschriebene System nm#. Wir pos- x* by S. Now we postulate with fstem: Light in
tulieren nun mit EnsteiN: In jedem Inertialsystem vacuum propagates in each inertial system with the
breitet sich das Licht im Vakuum mit der gleichen same velocityc. (principle of the constance of light
Geschwindigkeit c aus. (Prinzip von der Konstanz dewelocity) Then the propagation of the light flash in
Lichtgeschwindigkeit) Dann gilt fir den Lichtblitzim the uniformly moving syster8’ whose origin agrees
gleichformig bewegten Syste® (dessen Ursprung att =t = 0 with that ofS is given by

furt = t" = 0 mit dem vonS Ubereinstimmt)

2 _ NS
s°=x¥x, =0. (23.13)

Unter der Annahme eines homogenen Raum-ZeitRequiring a homogeneous space-time continuum the
Kontinuums muss die Transformation zwischgn transformation betweexi andx has to be linear
undx linear sein

XH = AF, X, (23.14)

und es muss geltes? = fs?> mit einer Konstanten ands? = f<* with some constartt has to hold. If we
f. Verlangen wir, dass der Raum isotrop ist und keinrequire that space is isotropic and no system of inertia
Inertialsystem ausgezeichnet ist, so folgt 1. Die is preferred, therf = 1 has to hold. The condition

Bedingungs? = s impliziert s? = & implies
2 _ NS v K _ _ W K
S% = XX, = A XA X = & = X6, %, (23.15)
was fir beliebiges erfullt ist, wenn which is fulfilled for arbitrary, if
AN =6 (23.16)

erfullt ist. Die Umkehrtransformation von (23.14) holds. The inverse transformation of (23.14) follows
folgt aus from

— KyeV — KAM v _ K/,
XC=0,"X" = AN X = A X (23.17)
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Aus (23.16) folgt speziell fur = « = 0 die Beziehung From (23.16) one obtains in particular for= x = 0
(A%)? - 3,(A®9)? = 1. Man beachte, dass?, = the relation A%)? — 3, (A®%)? = 1. Note thatA =
+A%, A0 = —A°0. DaheristjA%? > 1. Man un- +A%, A% = -A%. Thus one hagp\%| > 1. One dis-
terscheidet zwischen Transformationen mit positiventinguishes between transformations with positive and
und negativemA®, da es keinen kontinuierlichen negativeA%, since there is no continuous transition
Ubergang zwischen diesen beiden Klassen gibt. Didetween these two classes. The conditidi > 0
BedingungA® > 0 sagt aus, dass® = &|, > 0, meansthan® = &|., > 0, that is a clock which is at
das heil3t eine i8’ ruhende Uhr lauft voi$ aus gese- restinS’ changes its time seen frofwith the same
hen in der gleichen Zeitrichtung, wie die Bisyn-  direction as the clock at rest #1(and not backwards).
chronisierten Uhren (und nicht rickwarts).

SchlieRlich lasst sich noch eine Aussage UbeFinally we can make a statement on dét(). From

det(A”,) machen. Aus (23.16) folgt (23.16) it follows that
A GaA g =6~ (23.18)
Unter Verwendung des Determinanten- Using the theorem on the multiplication of determi-
Multiplikationssatzes folgt nants we obtain
det(\",)? det(,,) det@™) = 1. (23.19)
Da det,,) = det@™) = -1 folgt Since detf,,) = det@*) = —1 one obtains
det(A”,) = +1. (23.20)
Betrachten wir nur Rechts-Basis-Systeme, so istf we consider only a right-basis-system then we have
det(A”,) = +1. Transformationen, die det(A”,) = +1. Transformations which fulfill
A%>0, detpz) =1 (23.21)
erfullen, heilRen eigentliche orentz-  are called proper érentz transformations.
Transformationen.

Gl. (23.21) hat die Konsequenz, dass das vierdimenkEqg. (23.21) has the consequence that the fourdimen-
sionale Raumzeitvolumen invariant ist sional space time volume is invariant
1 1 X/O X/l X/Z X/3
dt/dS ’ _d4X/ — _6( > 4 > )
c c 0(x0, xL, X2, x3)
Legen wir diez- und dieZ-Achse in Richtung der If the direction of the z- and the z’-axes point into the
Relativgeschwindigkeit der sich gegeneinander be- direction of the relative velocity between both inertial

wegenden Inertialsysteme und setzen wir zusatzlicBystems and’ = x, y' =y, then the special transfor-
X =X Y =Y, so folgt die spezielle Transformation mation (23.2) follows. The corresponding matrix

d*x = % det(A*,)d*x = ;—l;d“x = dtdqr. (23.22)

(23.2). Die zugehorige MatriA lautet reads
y 00 By
0 10 O
(A%) = 0 01 0 (23.23)
By 0 0 vy
mit with
1
y= . =Y (23.24)
1-¥ ¢
c2
23.ba Zeitdilatation 23.b. Time Dilatation

Wir betrachten nun eine i’ ruhende Uhr im System We consider now a clock in the systeésnwhich is at
S. Aus restinS’. From

, vZ
t=yt + E) (23.25)
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folgt dann we find that
ot
Al = —| =7 23.26
0 o |, Y ( )
Die in S’ ruhende Uhr geht vors aus betrachtet Thus the clock at rest i®’ runs slower when seen
langsamer from S
o 1 [, W2
AU = —| At==At= 4/1- AL 23.27
(9'[ r Y C2 ( )
Dieses Phanomen bezeichnet man als Zeitdilatation. Tea@menon is called time dilatation.
23.bB Langenkontraktion 23.bB Lorentz Contraction
Aus From
Z =vy(z-wi) (23.28)
folgt one obtains
0z
3
=—| = 23.29
37 Bz, Y ( )
und damit and therefore
0z

Az= —| AZ = 1Az’ =4/1- V—ZAZ. (23.30)
oz |y Y c?
Ein MaRstab, der ir’ ruht und in der Richtung der A length-meter which is at rest i’ and is ex-
Relativ-Bewegung ausgedehnt ist, erscheint als® in tended in the direction of the relative movement, ap-
verkirzt. Man bezeichnet das als Langenkontraktionpears consequently contracted3n This is called
Dagegen bleiben die Entfernungen senkrecht zur Bet orentz contraction or lEzGeraLp-L orENTZ CONtrac-
wegungsrichtung unverandeftx’ = Ax, Ay’ = Ay. tion. However, the distances perpendicular to the ve-
locity are unalteredAx’ = Ax, Ay’ = Ay.

Diese Verkiirzung bewirkt, dass in (23.3) die LangeThis contraction has thdfect that in (23.3) the length

| durchl/1- "—2 zu ersetzen ist. Dann stimmen | has to be replaced by /1 — . Then the two times
c p c?

die beiden Laufzeiten des Lichts unabhangig von dethe light has to travel agree independent of the veloc-
Geschwindigkeiv Ubereint; = t,. ity v, t; = to.
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24 Viererskalare und Vierervek- 24 Four-Scalars and Four-
toren \Vectors

24.a Abstand und Eigenzeit als Vierer- 24.a Distance and Proper Time as Four-

skalare Scalars
Eine Grolle, die invariant A quantity which is invari-
gegen lorentz-Transforma- xO=ct ant under lorentz transfor-

mations is called four-scalar.
Example: Given two points

tionen ist, heil3t Viererskalar.
Beispiel: Gegeben seien

zwei Raum-Zeit-Punkte in space-time (eventsi)),
(Ereignisse) ), (*). Die raumartiger (3*). The quantity

Grolie Abstand

space-like

distance

Vergangenheit
past
|

S = (X = ¥) (% - %) (24.1)

ist ein Viererskalar. Sie hat in jedem Inertialsystemis a four-scalar. It assumes the same number in all
den gleichen Wert. Speziell fix* = 0 (Ursprung) ist systems of inertia. Especially fo¥ = 0 (origin) it is
S = X'X,. $ = XX,

24.aac Raumartiger Abstand & < 0 24.aa Space-like distances® < 0
Wenns? < 0, dann gibt es Inertialsysteme, in denenlf > < 0, then there are systems of inertia, in which

beide Ereignisse gleichzeitig stattfindefl = 0. Sei  both events occur at the same tim€ = 0. If for
etwa &) = (ct, 0,0, 2). Dann erhalt man aus (23.2) example &) = (ct,0,0,2). Then one obtains from

23.2)
_ vz _
e gy 2V (24.2)
1-% 1-%
mit v = tc?/z with v = tc?/z
’ dl_g) v 72 _ c2t2 )
=0 Z-= =z 1—;:1 Z-cH2=+V-< (24.3)

Man bezeichnet daher zwei solche Ereignisse al3hus one calls such two events space-like separated.
raumartig zu einander gelegen.

24.ap Zeitartiger Abstand s*> > 0 24.a8 Time-like distances’ > 0

In diesem Fall existiert ein Inertialsystem, in demIn this case there exists a system of inertia in which
beide Ereignisse am gleichen Ort stattfinden< 0).  both events take place at the same pointin spece (

In der Transformation (23.2) wahlen wir = z/t.  0). We choos& = z/t in the transformation (23.2) and
Dann folgt obtain
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t(1- ‘C'—z) V2 / 2 S
=Y = - — = i 2 _ = i — =
= e 1 = sign ¢) 4/t = sign ¢) o Z=0. (24.4)

[
Ein Ereignis ist friher als das andere, das heil3t, da®ne event takes place before the other that is the sign
Vorzeichen vort’ stimmt mit dem vort Gberein. of t’ agrees with that of.

Eigenzeitr Proper Time t

Unter der Eigenzeit versteht man die Zeit, die im The proper timer is the time which passes in the rest
jeweiligen Ruhesystem verstreicht. Bewegt sich eirsystem under consideration. If a point moves with
Punkt mit der Geschwindigkeit(t), so gilt fur seine velocityv(t) its proper time varies as

Eigenzeit
ds [ V2
dr = ? = 1- gdt, (245)
also that is
N AEC
= — —’dt. 24.6
: f V-2 (24.6)

Die Eigenzeitist unabhangig vom Inertialsystem, alsoThe proper time is independent of the system of iner-

ein Viererskalar.

24.ay Lichtartiger Abstand & =0

tia, thus it is a four-scalar.

24.ay Light-like distance & = 0

Wenn ein Lichtblitz direkt von einem Ereignis zu If a light flash propagates directly from one event to

einem anderen lauft, dann ist deren Abstand O.

another, then the distance of these two eventsO.

Die in einem Inertialsystem gemessene Zeit kann jélhe time measured in a system of inertia depends
nach Inertialsystem beliebig lang oder kurz sein, je-on the system of inertia and may be arbitrarily long
doch kann sich die Reihenfolge der Ereignisse (beor short, however, the sequence of the events (under

einer eigentlichen &rentz-Transformation) nicht

umkehren.

Ein weiterer Viererskalar ist die Ladung.

24.b Weltgeschwindigkeit als Vierervek-

tor

Transformiert sich eine vierkomponentige GroBe&)(

beim Ubergang von einem Inertialsystem zum an-transition from one system of inertia to another as the
deren wie die Raum-Zeit-Koordinatext'f, so bilden

sie einen Vierervektor

A¥ = A

Ein Beispiel ist die Weltgeschwindigkeit

dx*  dx* dt
ull = — = =
dr  dtar
Die Weltgeschwindigkeit ) = (cy,vy) ist ein
Vierer-Vektor. Dar invariant gegen brentz-Trans-
formationen ist, transformiert sie sich wie'j. Dage-
gen ist €, Vv) kein Vierer-Vektor. Es ist

wu, = (-

v2)y? = 2.

proper Lorentz transformation) cannot be reversed.

Another four{acis the charge.

24.b World Velocity as Four-Vector

If a four-component quantityA) transforms by the

space-time coordinateg), then it is a four-vector

(24.7)
An example is therld velocity
mit _ dx? _ dt _
with \/0 = W = Ca =C. (248)

The world velocity (*) = (cy,vy) is a four-vector.
Sincer is invariant under brentz transformations,
its components transform likeX{). However, €, V) is
not a four-vector. One has

(24.9)
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Allgemein ist das Skalar-Produkt zweier Vierer- Quite generally the scalar product of two four-vectors
Vektoren @) und B*) ein Viererskalar (A*) and B*) is a four-scalar

A¥B, = A",A A'B, = §\A'B, = A’B,. (24.10)

Wir zeigen das folgende Lemma: Is&] ein  We show the following lemma: If&f!) is an arbitrary
beliebiger Vierervektor (oder hat man einenfour-vector (or one has a complete set of four-vectors)
vollstandigen Satz Vierervektoren) und ist'b,  anda‘b, is afour-scalar thert!) is a four-vector too.
ein Viererskalar, dann ist aucb*} ein Vierervektor. Proof:

Beweis:

a'b, = a*b, = A* @', (24.11)

Da dies fur alle ') oder einen vollstandigen Satz gilt, Since this holds for all&) or for a complete set, one
gilt auchb, = A* b;. Dies ist aber die Transforma- hasb, = A*,b. This, however, is the transformation
tionsformel (23.17) fur Vierervektoren. formula (23.17) for four-vectors.

Additions-Theorem fiir Geschwindigkeiten Addition theorem for velocities

Das Inertialsysten$’ bewege sich gegenub8rmit  The system of inerti®& moves with velocity in z-

der Geschwindigkeit in z-Richtung. InS’ bewege direction with respect t&. A pointin S’ moves with
sich ein Punkt mit der Geschwindigkeit ebenfalls velocity w also inz-direction. With which velocity
in zRichtung. Mit welcher Geschwindigkeit bewegt does the point move i8? We have

er sich inS? Wir haben
vZ

Z +wt U+3
2= 22V o 1 (24.12)
2 2
1- % 1-%
Mit Z = w't’ folgt dann Withz = w't’ one obtains
Wt 1+ Wy
g w04 (24.13)

Ji-¢ J1-5

Daraus folgt die Geschwindigkeit des PunkteSin From this one obtains the velocity of the pointSn

Z W+vV

w=<= . (24.14)
t 1+%
Wir beobachten We observe
2 2 V3
W2 Wy 1— Yy (1- Y%
1—_2=1_( CH _ ¢ CZ)VENZCZ). (24.15)
C 1+ = (1 + ?)
Wenn|w/| < cund|v| < ¢, dann ist dieser Ausdruck If |w| < cand|v| < c, then this expression is positive.
positiv. Dann ist also audin < c. Beispiel:w =v = Then one obtains als@| < c. Example:w = v =
0.5¢, dann istw = 0.8c. 0.5c, then one obtaing = 0.8c.
24.c Viererstromdichte 24.c  Current Density Four-Vector
Wir fassen Ladungs- und Stromdichte zusammen zutWWe combine charge- and current-density in the
Viererstromdichte charge-current density
(1) = (c0.)) (24.16)

und Uberzeugen uns, dagsein Vierervektor ist. Fur and convince us thgt is a four-vector. For charges
Ladungen der Geschwindigkeitgilt (fir Ladungen  of velocity v one has (the contributions of charges of
verschiedener Geschwindigkeit kbnnen die Beitragalifferent velocities can be superimposed)
superponiert werden)

F=p¥, (W=0), j*=p1-p2F (24.17)
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Falls p /1 - 32 ein Viererskalar ist, ist* ein Vier- If p4/1 -2 is a four-scalar then indegd is a four-
ervektor. Nun ist vector. Now one has
q q

p = == ——

Vo Vo1-42

mit dem VolumenVy im Ruhesystem und der withthe volumeévy in the rest system and thekentz
LangenkontraktiolV/ = Vp+/1- 2. Da die Ladung contractionV = Vp+/1 - 2. Since the chargg and

g und V, Viererskalare sind, ist aucgh+/1— 82 ein  V; are four-scalars this holds alpa/1 — 2.
Viererskalar.

(24.18)

Wir bringen nun die Kontinuitatsgleichung in We bring the equation of continuity in drentz-

Lorentz-invariante Form. Aup + divj = 0 folgt invariant form. Fronp + divj = O one obtains
aj+
4 =0 24.19
ox ( )
da 0j%0x%° = 0p/ot.  Wir betrachten nun sincedj®/ox° = dp/ot. We consider now the trans-

die Transformations-Eigenschaften der Ableitungerformation properties of the derivativegox"
a/oxt

of ox’ of of
= — =A 24.2
X" IXH OX” *oox’ (24.20)
das heisst die Ableitung transformiert sich geman thdtagderivatives transform according to
0 0
— =A 24.21
OXH Hooxr ( )
wie X, =A% Man schreibt daher ag =A%, Thus one writes
0 10
— = =(==,V). 24.22
g =0 0)=(C5 Y (24.22)
Man achte auf die Stellung der Indiceshnlich gilt Watch the positions of the indices. Similarlg@has
0 19
— =3, (M) =(==,-V). 24.23
i, @)= (24.23)
Man kann dann die Kontinuitatsgleichung als Then the equatf continuity can be written
aj*=0 (24.24)
schreiben. Generell ist die Viererdiverge®)2* = . Generally the four-divergenc§,P* = o“P, of a
0P, eines Vierervektor® ein Viererskalar. four-vectorP is a four-scalar.
24.d Viererpotential 24.d Four-Potential
Wir fassen nun A und ® zusammen zum We combine the potential& and ® in the four-
Viererpotential potential
(M) = (D,A), (24.25)
dann gilt then one has
4t .
oA = —%‘ j# (24.26)
in der Lorenz-Eichung mit der Eichbedingung in thekenz gauge with the gauge condition
. 1.
divA + E(I) =0-9,A'=0. (24.27)
Dabei ist den’A LemerT-Operator There the'A LemBERT Operator

1
O=a- gaf = —3,0" (24.28)
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ein Viererskalao’ = 0. is a four-scalan’ = 0.

Wir zeigen nun, dass die retardierte Losuignani-  We now show that the retarded solutigfi is mani-

fest Lorentz-invariant ist. Wir behaupten festly Lorentz-invariant. We claim
1 . 1
A = [ dy PG00 - ) (24.29)
€ o= (- y)(X— ) = Clty - ) = (x - y)? (24.30)
00) = { 10 (24.31)

Wir betrachten nun generell die Integration Uber eineNe consider now generally the integration ovef-a
6-Funktion, die von einer Funktiohabhangt. &en-  function, which depends on a functidn Apparently

sichtlich tragen nur die Nullstellethvon f bei, only the zeroes of f contribute,
ti+e .
f g(ts(f(t))dt = Z - g(®)s(f ()t {/‘V“i'tth f(t) = 0. (24.32)
Mit z = f(t), dz= f’(t)dt folgt dann Withz = f(t), dz= f’(t)dt one obtains
o dz q(t)
t)o(f(t))dt = f t)6(Z = v 24.33
[ awacty 3 905055 = X it (24.33)

Damit ergeben sich die Nullstellen in d&fFunktion  Thus the zeroes in th&function of (24.29) are¢y, =
von (24.29) zuy = ty =[x — y|/cund die Ableitungen t, +|x—y|/cand their derivatives are given y(ty) =
zu f'(ty) = C2(ty — ty) = +clx — y|, was c2(ty — ty) = +clx — y|, which yields

A =3 [ dyraGRt -y = [ dyo i 2 (24.34)
ergibt. Wegerf(tx — ty) erhalten wir die retardierte . The factom(ty —ty) yields the retarded solution. The
Losung. Sie ist inUbereinstimmung mit (21.14) solution is in agreement with (21.14) and (21.15). If
und (21.15). Ersetzen wir di®-Funktion durch we replace th@-function by6(t, —ty), then we obtain
o(ty — ty), so ergibt sich die avancierte Losung. Manthe advanced solution. Remember that the sign of the
beachte, dass sich das Vorzeichen der Z@@inz time difference does not change under propstenrz
langs des Lichtkegels unter eigentlicheorbntz-  transformations.
Transformationen nicht andert.
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25 Elektromagnetischer Feldten- 25 Electromagnetic Field Tensor
sor

25.a Feldtensor 25.a Field Tensor

Aus dem Viererpotential/') erhalten wir die Felder We obtain the field& andB from the four-potential
E undB,

1.
B = rotA, E =-grad® - EA’ (25.1)
zum Beispiel for example
OA® A2 oA oAl
Bi= — — — =3°A2 - 9°A%, E;=-—— — — = 3'A° - 9°AL. 25.2
LT 9 ! ot ox0 (252)

Wir fuhren daher den elektromagnetischen FeldtensoFhus we introduce the electromagnetic field tensor
ein

FI7= A - AN, PR = P (25.3)
Er ist ein antisymmetrischer Vierertensor. Explizit It is an antisymmetric four-tensor. It reads explicitely
lautet er
0 -E; -E; -E;
E; 0 -Bs B

uvy —
(F™) = E, Bs 0 -B, (25.4)
Es -B, B 0
25.b MaxweLL-Gleichungen 25.b MxweLL's Equations
25.ba Die inhomogenen Gleichungen 25.b. The Inhomogeneous Equations
Die Gleichung di\E = 4mp lasst sich ausdriicken The equation Hi¥ 4mp reads
10 20 30 _ 410
1F 10+ 02F 20 + 9F % = —°. (25.5)
Aus der 1-Komponente von rBt- 1E = 4j folgt From the 1-component of cuBl - iE = %j one
obtains
683 682 6E1 4n 1 21 31 01 4 1
o0Bs _0b2 ok1 _ A% = F por - It 25.6
PR R VR = 0oF" + 8P + 0o ¢l (25.6)

ahnlich fur die anderen Komponenten. Diese viersimilarly for the other components. These four
Komponenten-Gleichungen lassen sich zusammereomponent-equations can be combined to
fassen zu

9, F" = %jv. (25.7)
Setzen wir die Darstellung der Felder durch die Podf we insert the representation of the fields by the po-
tentiale ein, (25.3), so folgt tentials, (25.3), we obtain
4 .

B (A — A = %‘ . (25.8)
Mit der Bedingung fiir die brenz-Eichungd, A* = 0,  Together with the condition for the drenz gauge
(24.27) folgt dann 0, =0, (24.27) one obtains

4n

A = =" (25.9)
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in Ubereinstimmung mit (24.26) und (24.28). in agreement ({@h26) and (24.28).

25.bB Die homogenen Gleichungen 25.8. The Homogeneous Equations

Ahnlich kann man die homogenen aAMwer-  Similarly the homogeneous MweLL's equations can

Gleichungen umschreiben. Aus dv= 0 wird be written. From di\B = 0 one obtains

PR+ PR+ FP =0 (25.10)
und aus (roE + 1B), = 0 wird and (curE + 1B), = 0 reads

—0?F30 - 33F92 _ g°FZE = 0. (25.11)
Diese Gleichungen lassen sich zusammenfassen zu Thegmaguan be combined to

I'FP + P+ FH = 0. (25.12)

Man beachte, dass die Gleichung nurdi © # v #  One observes that these equations are only non-trivial
A nicht trivial ist. Sind zwei Indices gleich, so ver- for A # u # v # A. If two indices are equal, then the

schwindet die linke Seite identisch. Man kann diesdeft-hand side vanishes identically. One may repre-
Gleichungen auch mit Hilfe des dualen Feldtensors sentthe equations equally well by the dual field tensor

N 1
S EEFVMFK,] (25.13)

ausdriicken. Dabei ist“” vollstandig antisym- . Heree“*” is completely antisymmetric against in-
metrisch gegen Vertauschung der Indices. Das heif3terchange of the four indices. Thus it changes sign,
er andert sein Vorzeichen, wenn zwei Indices verdf two of the indices are exchanged. This implies that
tauscht werden. Das impliziert, dass er verschwindeft vanishes, if two indices are equal. It is onlyfei-
wenn zwei Indices gleich sind. Er ist daher nur vonent from zero, if all four indices are flierent. It is
Null verschieden, wenn alle vier Indices verschiedemormalized tae®222 = 1. Then one obtains explicitely
sind. Wir normieren ihn auf®'?® = 1. Damit hat man

explizit
0 -B; -B; -Bs
~ B 0 E; -E
nwy —
(F™) = B, -Es 0 E, (25.14)
Bs E; -E;1 O
und (25.12) lasst sich schreiben and (25.12) can be written
9,F* = 0. (25.15)
Man Uiberzeuge sich, dassin invarianter Pseudoten- One should convince oneself thatis an invariant
sor vierter Stufe ist, das heil3t es gilt pseudo-tensor of fourth order, i.e.
€M = det(A)e™ 4, (25.16)

wobei det(\) gemal der Diskussion nach (23.19) nurwhere detd) takes only the valuesl1 according to
die Werte+1 annimmt und fur eigentlichedrentz-  the discussion after (23.19). For propeorEnTz
Transformationen gleick1 ist (23.21). transformations it equalsl (23.21).

25.c Transformation der elektrischen 25.c Transformation of the Electric and
und magnetischen Felder Magnetic Fields

Da sich ¢#) und (A”) wie Vierer-Vektoren trans- Since @) and @) transform like four-vectors, one
formieren, gilt has

F* = A A P (25.17)
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fur die Transformation des elektromagnetischerfor the transformation of the electromagnetic field. If

Feldes. Wahlen wir speziell we choose in particular
y 00 By
0 10 O
Hy _
By 0 0 vy
so folgt then one obtains
Ei — FllO — AlKAO/lFK/l — ,yFlo —ﬂyFls — ,y(El _,BBZ)» (2519)
also thus
, %
E; = 2(Ex— _By). (25.20)
ahnlich similarly
%
B& = ’}/(B]_ + EEZ) (2521)
’ V U V
E;=v(Ez+ _B).  By=(B2-_Ey) (25.22)
E;=Es,  B;=Bs, (25.23)
was wir auch zu which can be combined to
E-E B -B Komponente 25 24
= =l = Pl component IIv (25.24)
/ v , v Komponenten
EL=y(E.+_xB). B, =yB.--xE). comionents LV (25.25)

zusammenfassen konnen.

25.d Felder einer gleichbrmig bewegten 25.d Fields of a Point Charge in Uni-
Punktladung form Motion

Wir kdnnen daraus zum Beispiel die Felder einerFrom this we can determine the fields of a charge
Ladung, die sich mit gleichformiger Geschwindigkeit which moves with constant velocity = ve,. In the
v = ve, bewegt, berechnen. Im Ruhesyst&nder rest systen$’ of the charge, which is supposed to be

Ladung, die im Ursprung ist, gilt in the origin ofS’, one has
’ r, ’ _
E = qr73, B’ =0. (25.26)
Im SystemS gilt fur die Ladungxy = yq = 0,z =vt.  Inthe systen® the coordinates of the charge agge=
Wir driicken nurr’ aus durchr undt und erhalten yq = 0,5 = vt. Now we express’ by r andt and
obtain
, _(ax ay qy(z—vt)
E = (N’ NN ) (25.27)
B = 0, (25.28)
N = r3=03+y? +9%(z-vt)?)%2 (25.29)
Es folgt It follows that
Ei=y(E} + !B)) = &
r—vt
Ez=y(E§—¥B’):(%y }Ez% (25.30)

_pr _ dEw
Es = E; = 5§
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By = y(B) - ¥E;) = -
B2 = (B, + YE}) = %
Bs=B,=0

= vxn)

N (25.31)

Flachen konstanteis sind in Bewegungsrichtung Areas of constanN are oblate rotational ellipsoids.
abgeplattete Rotations-Ellipsoide. Dabei ist kurzeThe ratio short half-axig long half-axis is given by
Halbachsé¢ lange Halbachse 1/y = /1-— ‘C’—i also 1/y = 4/1- ‘C’—i thus the same contraction as for the

eine Verkiirzung, wie sie auch bei der Langenkontraki orentz contraction.
tion auftritt.

25.e DoppLEr-Effekt 25.e [DorrLer Effect
Wir betrachten eine monochromatische ebene Welle We cenaichonochromatic plane wave
_E.dé —Bads Mt oo
E = Eo€?, B =By¢ with @ = K-r— ot (25.32)

Wir wissen, wie sickE undB und damit auclEg und  We know, howE andB and thussg andBg transform.
By transformieren. Es bleibt daher noch der Vierer-Thus we are left with considering the phas®hich

skalar der Phasg zu betrachten. Schreiben wir is a four-scalar. If we write
() = (Z.K). (25.33)
so folgt then
¢ = -k, 3 (25.34)

. Da (¥) ein beliebiger Vierervektor und ein  follows. Since &) is an arbitrary four-vector angd
Viererskalar sind, folgt, das¥4) ein Vierervektor is a four-scalar, it follows thatk{) has to be a four-
ist. Daher erhalt man fur die spezielleodentz-  vector. Thus one obtains for the specialrkntz
Transformation (25.18) transformation (25.18)

W =ck® = cy(K® - BK®) = y(w - Bck®), K1=K, KZ2=K’, K°3=y(K —,8%). (25.35)
Ist der Winkel zwischerz-Achse und Ausbreitungs- If the angle betweem-axis and direction of propaga-
richtunge, so giltk® = £ cosg und es folgt tion is 6, thenk® = £ cosg holds, and one obtains
W' = wy(l- pcosh). (25.36)

Ist daherv parallel beziehungsweise antiparallel zur Thus ifv is parallel and antiparallel to the direction of
Ausbreitungs-Richtung, so hat man die longitudinalepropagation, resp., then one deals with the longitudi-

DorrLER-Verschiebung nal DoppLer shift
0=0: o =w\15 (25.37)
O=m: o =w,TE (25.38)
Ist dageger® = m/2 beziehungsweis€¢ = n/2, so If howeverd = x/2 and¢ = m/2, resp., then one
hat man die transversaleoBrLer-Verschiebung deals with the transverseoBrLer shift.
7T ’ w
0= 5" W == (25.39)
o = g L W = w1 B (25.40)

Dabeiist?’ der Winkel zwischen dex-Achse und der Here#' is the angle between tt#e-axis and the direc-
Ausbreitungsrichtung is’. tion of propagation irs’.
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26 Relativistische Mechanik 26 Relativistic Mechanics

Enstein erkannte, dass die Konstanz der Licht- Ewnsteiv realized that the constance of light velocity
geschwindigkeit und die sich daraus ergebendén vacuum and the resultingokentz transformation
Lorentz-Transformation nicht auf die Elektrody- is not restricted to electrodynamics, but is generally
namik beschrankt ist, sondern allgemeine Gultigkeitvalid in physics. Here we consider its application to
in der Physik hat. Hier betrachten wir ihnre Anwen- mechanics starting from the force on charges.

dung auf die Mechanik ausgehend von der Kraft auf

Ladungen.
26.a Lorentz-Kraftdichte 26.a Lorentz Force Density
Die Kraftdichte auf bewegte Ladungen lautet The force dgmsi moving charges reads
k =pE + %j x B, (26.1)
also zum Beispiel furr die erste Komponente that is e.g.Heffirst component
= pEy + =(1%Bs ~ °B2) = Z(PF~ R [5F%9) = T, FV (262)
Man fuhrt daher den Vierer-Vektor derokentz-  Thus one introduces the four-vector of therkntz
Kraftdichte force density
K = %jVFﬂV (26.3)
ein. Wir betrachten die zeitartige Komponente . We conditetime-like component
1. 1.
K = EJVFOV =2E (26.4)

Wahrend die raumartigen Komponenten die mechaniThe time-like component gives the mechanical energy
sche Impulsanderung pro Zeit- und Volumen-Einheitacquired per time and volume, whereas the space-like
angeben, gibt die zeitartige Komponente die pro Zeitomponents give the rate of change of mechanic mo-
und Volumen zugefiihrte Energie an mentum per time and volume

() = i - EK). (26.5)

26.b Lorentz-Kraft auf eine Punktla- 26.b Lorentz Force Acting on a Point

dung Charge
Die Vierer-Stromdichte am Orteiner Punktladung  The four-current-density atof a point charge) atxq
am Ortxq ist reads
J7(%, 1) = go3(x — Xq())V". (26.6)

Daher ist die auf die Punktladung wirkende Kraft Thus the force acting on the point charge is given by
gegeben durch

KH = gvVF"V. (26.7)
Dies ist kein Vierer-Vektor, daf') kein Vierer-Vektor ~ This is not a four-vector, since#) is not a four-
ist. Multiplizieren wir sie hingegen miy so erhalt vector. If we multiply it byy then we obtain a four-
man einen Vierer-Vektor, die dkowski-Kraft vector, the Mnkowskr force

YK = guVF"V. (26.8)
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K ist der der Punktladung pro Zeiteinheit zugefuhrteK is the momentum which is fed into the point charge
Impuls, cK® die der Punktladung pro Zeiteinheit per time unit,cKC is the power fed into it. The
zugefuhrte Energie. Die Mkowski-Kraft ist dann  Mmkowski force is the momentum and the energy di-
der pro Eigenzeit zugefuhrte Impuls beziehungsweiseided byc, resp., fed into it per proper time.

die pro Eigenzeit zugefuhrte Energie duch

26.c Energie und Impuls eines Massen- 26.c Energy and Momentum of a Mass
punktes Point

Da Impulsanderung und Energieanderung duech We assume that also mechanical momentum and
einen Vierervektor bilden, erwarten wir, dass auchenergyccombine to a four-vector, since the change of
mechanischer Impuls und Energie dumiinen Vie- momentum and energy divided loyare components

rervektor bilden of a four-vector
1
G" = (E E,G). (26.9)
Im Ruhesysten®’ erwarten wirG’ = 0, das heifl3t In the rest syste®we expecG’ = 0to hold, i.e.
, 1
(G") = (ZE0. 0). (26.10)
Im SystemS ergibt sich mit der speziellen Transfor- In the systemS the special transformation (23.23)
mation (23.23) fuv = ve, yields forv = ve,
G= Y Eoe, = Eo 26.11
= Yz Eo€; = )’Vg, (26.11)
E= cG=cyG°%= yE,. (26.12)
Fur Geschwindigkeiten klein gegen die Licht- For velocities small in comparison to light-velocity
geschwindigkeit folgt one obtains
G- 5v(1+v—2+ ) (26.13)
=2 2@ ) .
In der Newronschen Mechanik haben wir InEWToN's mechanics we have
GNeWu)n = nv (26.14)

fur einen Massenpunkt der Masse Fur Geschwin-  for a mass point of mags. For velocitiesy <« ¢ the
digkeitenv < c sollte der Impuls der Mvronschen  momentum of Mwron’s and of the relativistic me-
und der relativistischen Mechanik tibereinstimmenchanics should agree. From this one obtains
Daraus folgt

m= % - Ey=mc&, G=mv. (26.15)
Fur die Energiee folgt dann Then one obtains for the eneigy

E=mdy=md+ %\F + O(V/c). (26.16)
Man ordnet dem Teilchen eine Ruheenerfig = One associates a rest enerfy = mc with the

mc zu. Bei kleinen Geschwindigkeiten kommt dazumasses. At small velocities the contributi@‘v2
der aus der Mwronschen Mechanik bekannte Beitrag known from Nswtonian mechanics has to be added
2V hinzu. Damit gilt

G = mu'. (26.17)

DiesesG bezeichnet man als den Vierer-Impuls. Wir ThisG is called four-momentum. We finally observe
beobachten noch

G"G, = mPu'u, = mPc?, (26.18)
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woraus from which one obtains

G2+ c_12E2 =nmPc?, E? = mPct + G%¢? (26.19)
folgt.

Solange die Teilchen erhalten bleiben, ist die Ruheen©ne does not observe the rest enefgy= mc as
ergieEg = m& nicht beobachtbar. Bei der Umwand- long as the particles are conserved. However they are
lung von Teilchen wird sie jedoch beobachtet, zumobserved when the particles are converted, for exam-
Beispiel beim Zerfall eines Teilchens in zwei andere ple, when a particle decays into two other ones

A% = 7+ p*. (26.20)
Mit den Massen With the masses
my = 2182n,, m, =273m,, mp = 183am (26.21)
folgt fir das vor dem Zerfall ruhende die Energie- one obtains the momentum and energy bilance for the
und Impuls-Bilanz A which is at rest before the decay
me = |JmEct+ G2e?+ \fmEct + G2? (26.22)
0 = G.+Gp (26.23)
Die Losung des Gleichungssystems ergibt The solutioneéitstem of equations yields
G| = 4c\/M(mA — M)(M = m)(M —mp)/my,  2M = my +m, +mp,. (26.24)
Mit Hilfe der Vierervektoren kann man aus By means of the feectors one may solve
G) =G/ +GY (26.25)
nachG, auflosen und quadrieren with respec@pand take the square
Gp'Gp = (G} — GR)(Gay — Gry) = GGy + G; Gy — 2G, Gy (26.26)
Dies ergibt This yields
MGc? = M ¢% + nic” — 2my E,, (26.27)
und damit and therefore
E, = i(nﬁ + - ) (26.28)
d 2my A P
und analog and analogously
C2
Ep = 2_mA(mi - + ). (26.29)
26.d Bewegungsgleichung 26.d Equation of Motion
Wir schreiben nun noch explizit die Bewegungsglei-Finally we write down explicitely the equations of
chung fur Massenpunkte auf motion for point masses
dc*
— =K~ 26.
T (26.30)

Wie wir friher schon bemerkten, ist die Gleichung As mentioned before these equations are not mani-
nicht manifest lorentz-invariant. Wir haben jedoch  festly Lorentz-invariant. We have, however,
dG*  dG* dt dG+
T T KM 26.31
dr ~ dtdr Td T (26.31)
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wobei die rechte Seite wieder diemdowski-Kraft ~ where the right-hand side is the mdowskr force.
ist. In dieser Form ist die Bewegungsgleichung manidn this form the equations of motion are manifestly
fest Lorentz-invariant. LorenTz invariant.

Falls eine Kraft die Ruheenergie eines Teilchens nichtf the force does not change the rest energy of a parti-

andert, so folgt aus cle, one obtains from
d
GG, = nPc? — E(Gﬂeﬂ) =0— G'yK, =0— WK, = 0. (26.32)
Die Kraft ist orthogonal zur Weltgeschwindigkeit. The force is orthogonal on the world velocity. An ex-
Als Beispiel dient die brentz-Kraft ample is the brentz force
uK* = %yV”VVF’“’ -0, (26.33)
daF#" antisymmetrisch ist. Wir beobachten sirfe€ is antisymmetric. We observe
cdE
VK, =-v-K+-—=0. 26.34
H v + c dt ( )
Die Gleichung (26.32) ist also aquivalent zu Thus equatitn32) is equivalent to
dE
— =v-K, 26.35
i ( )
die die der Masse zugefuhrte Leistung angibt. which yidigspower fed into the kinetic energy of

the mass.
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27 LacrancGe-Formulierung 27 Lagrangian Formulation

27.a Lacrange-Funktion einer massiven 27.a Lagrangian of a Massive Charge in
Ladung im elektromagnetischen the Electromagnetic Field
Feld

Wir behaupten, die Asrance-Funktion £ einer  We claim that the Lagrangiaf of a point charge of
Punktladungy der Massem im elektromagnetischen massmin an electromagnetic field can be written
Feld kann geschrieben werden als

r2 q .
L = —m&4/1- Z- qd(r,t) + EA(r,t) oF
)'((Y)'((Y .
- —m@,[1+ - gAﬂ(x)x,,. (27.1)
Die Wirkung! kann dann Then the actidrcan be written
d
| = fdt.ljz —mc?fdf—gfth”d—)i” - fdr(—mc"— gA”uﬂ), 27.2)
das heif3t als Vierer-Skalar geschrieben werden. that iSag-acalar.

Wir Uberzeugen uns nun, dass hieraus die korrekNow we show that this Lagrangian yields the correct
ten Bewegungsgleichungen folgen. Die Bewegungsequations of motion
Gleichung lautet

doL oL

———=_ ==, 27.

dtox, O, 0 (@73)
woraus mit from which by use of

6'£ — m)(a q (o3 — (07 9 (o3
a% —= + CA (r(),t)=G" + CA (27.4)
- a
dann one finally obtains
d~ .9, .49 q _
dtG + CA + C(v V)A + qV® CV(v A)=0 (27.5)

folgt. Man beachte, dass i nur die partielle Zeit- . Note thatA contains only the partial time-derivative
Ableitung vonA steckt, daher haben wirAddt =  of A, thus we haved/dt = A + (v- V)A. By suitable
A + (v- V)A. Durch geeignetes Zusammenfassen decombination of the contributions one obtains
Beitrage folgt

d 1. q

aG +q(VO + EA) - EV x(VxA) = 0 (27.6)
d q
aG - qE - EV xB = 0. (277)

Also liefert die obige lugrange-Funktion tatsachlich Thus the Lagrangian given above yields the correct
die korrekte Bewegungsgleichung. equation of motion.
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27.b Lacrancedichte des elektromag- 27.b Lagrangian Density of the Electro-
netischen Feldes magnetic Field

Die Lacrange-Dichte L des elektromagnetischen The Lagrangian density of the electromagnetic field
Feldes eines Systems von Ladungen setzt sich aus dr&fi a system of charges consists of three contributions
Anteilen zusammen

1 1 ..
L= —EF’”FW - EA"Jﬂ + Lmech (27.8)
Der mechanische Anteil ist fur Punktladungen derThe mechanical part for point charges of mass
Massem reads
Loean == Y7 me [ drs* (= x(o). (27.9)
i

der nach Integration iibefx den entsprechenden An- which yields after integration oved*x the corre-
teil der Wirkungl in (27.1) ergibt. Der zweite Anteil sponding contribution to the actidngiven in (27.1).

in (27.8) beschreibt die Wechselwirkung zwischenThe second contribution in (27.8) describes the inter-
dem Feld und der Ladung. Integration dieses Anteilsaction between field and charge. Integration of this
fur Punktladungen unter Verwendung von contribution for point charges using

d a
Julr, ) = Zqi%és(r L) (27.10)

ergibt den entsprechenden Anteil in (27.1). Der erstgields the corresponding contribution in (27.1). The
Anteil ist der Beitrag des freien Feldes. Dass er diefirst contribution is that of the free field. Below we
korrekten MixweLL-Gleichungen ergibt, werden wir will see that it yields MxweLL's equations correctly.
unten nachprifen. Die Wirkung selbst ergibt sich zu The action itself reads

| = % f d*xL(x) = f dt f d®xL(x,t) = f dtLt), L) = f d®xL(x, t). (27.11)

Die Wirkung muss nun extremal unter Variation der The action has to be extremal if the fieldsire varied.
FelderA sein. Dabei betrachten wi¥ als Funktion There we have to considéras function ofA (25.3),
von A (25.3),F,, = d,A, — d,A,. Dann ergibt die F,, =3,A, —3d,A,. Then the variation with respect to

Variation bezuglichA Avyields
5L = L oF - e (27.12)
- 8 " b '
SFH = S(HA — O"A) = 0'OA — F"OA (27.13)
FuoFY = F,0¢0A — Fu,0"6 A = 2F,, 046 A" (27.14)
1 1
L = ——F,0"6A" - =|,0A". 27.15
0 Pl foah) c ivo ( )

Damit erhalten wir fur die Variation der Wirkung nach Thus the variation of the action with respectAds
A

ol

1 1
A4y _ _— L v
fd X = g Fnd A" = S ],0R)

1 , 1 1.\,
- f d4xH:3”(F,,V6A)+ f d‘&(maﬂﬁ,v— 3 v )OA". (27.16)

Der erste Term der zweiten Zeile ist ein Oberflachen-The first term of the second line is a surface-term (in
Term (im vier-dimensionalen Raum). Aus dem four dimensions). From the second term one con-
zweiten Term folgen die inhomogenenaMverr-  cludes MixweLL's inhomogeneous equations (25.7)
Gleichungen (25.7)

4.
,FH = %‘ . (27.17)
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Die homogenen MxweLL-Gleichungen sind bereits MaxweLL's homogeneous equations are already ful-
durch die Darstellung,, = d,A, — 3, A, erfillt. filled due to the representatién, = d,A, — 0,A,.

Generell erhalt man fir eineakrance-Dichte, die  Generally one obtains for a Lagrangian density, which
von einem Feld&*) und deren Ableitungen abhangt, depends on a field¥') and its derivatives by variation

durch Variation
f d*xsL(x)

f d4x( oL A+ -2k 6”5AV(X))

col

SA(X) SOHAY(X)

f d4x6”(6 aﬂi—v(x)éAV(x))+ f d4x(6 :VL(X) —a"((sa%l'v(x)))&Av(x). (27.18)

Es ist tiblich, die partiellen Ableitungen vimachA  Usually one denotes the partial derivatived ofvith
beziehungsweis@A mit 5L/6... zu bezeichnen. Da respect toA anddA by 6L/6.... Since the variation
die Variation verschwinden muss, folgen allgemeinhas to vanish, one obtains in general the equations of

die Bewegungsgleichungen motion
oL 6L
o (56#Av(x)) TA 0. (27.19)

Dies ist die Verallgemeinerung demdrangeschen  This is the generalization of dcrange’s equations of
Bewegungsgleichung (27.3) auf Felder. Neben demotion (27.3) for fields. There appear derivatives of
Zeitableitung vonsL/5AY treten auch die raumlichen SL/6VAY with respect to the space variables besides
Ableitungen vonsL/SVA” auf. the time-derivatives afL/5A".
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28 Energie-Impuls-Tensor und

Erhaltungsgrof3en

28.a Der Tensor
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28 Energy Momentum Tensor
and Conserved Quantities

28.a The Tensor

Im Abschnitt 15.b hatten wir aus der Dichte derIn section 15.b we have calculated the conservation
Lorentz-Kraft einen Erhaltungssatz fur den Impuls law for momentum from the density of theokentz

des elektromagnetischen Feldes "im Vakuum”, dadorce in vacuo that is without considering additional
heil3t ohne Beriicksichtigung zusatzlicher Beitrage ircontributions due to matter

Materie hergeleitet

_ 9 9 m
k= g oS Tie (28.1)
1
9 = 2-ExB (28.2)
1 5
M _ af 2 2
™ = E(E(,Eﬁ+B(,Bﬁ)—g(E +B). (28.3)

Dabei ist—k die Kraftdichte, die dem elektromag- —k is the force density which feeds momentum into
netischen Feld Impuls zufiihrt. Als nullte Kompo- the electromagnetic field. The zeroth component is
nente missen wir die Energiedichte betrachten, wobéhe energy-density, wherek® is the power density

-Kk° die Leistungsdichte ist, die dem Feld Energiefed into the electromagnetic field. For this density we

zufohrt.  Fur diese hatten wir in Abschnitt 15.a have obtainded in section 15.a
gefunden
1 1. 1.
—k® = —ZJj.E=ZdivS+=u (28.4)
c c c
c
S = —ExB (28.5)
4n
1 2 2
u = g(E +B?). (28.6)
Wir fassen zusammen We summarize
-k =9, TH (28.7)
mit dem elektromagnetischen Energie-Impuls-Tensor  wighelectromagnetic energy-momentum tensor
CO1 —-Ty; -—-T5 -T
THY = 11 12 13 28.8
M= cq, —TH _Th 7 (28.8)
COs Ty Ty -Ti

Dabei haben wir den WkweLLschen Spannungsten- We have indicated the MweLLian stress tensor by
sor mit TM gekennzeichnet, da es im Rahmen einefm™ since within a relativistic invariant description one
relativistischen Beschreibung die hier verwendetauses this sign convention.

Vorzeichen-Konvention tiblich ist.

Dieser Energie-Impuls-Tensor setzt sich also zusam¥his energy-momentumtensor is built up from the en-
men aus der Energiedichte dem Rynting-Vektor  ergy densityu, the RyntinG vector (density of energy
(Energiestromdichte}, der Impulsdichtey und dem  current)S, the momentum density, and the stress
Spannungstensar. tensorT.

Man beobachtet, da3%” symmetrischistT#” = T*#,  One observes thdt*” is symmetric,T#* = T, since
daT,s symmetrischistundgs = 1S= LExBgilt. T, is symmetricandgs = 2S = L Ex B holds. One
Man priift leicht nach, dass easily checks that
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1 1
H Ay vk A
™ 4n(F F - J9"F F J) (28.9)
gilt, entweder durch explizites Auswerten und Ver- holds either by explicit calculation and comparison or
gleich oder aus from
K = Ej Frd = i(avF JFHt = iaV(F Frty — L o (28.10)
c 4 4 N 4 0 '
Nun folgt aus From
Fra(0"F* + 0" FY + 9'F*) = 0 (28.11)
die Beziehung one obtains the relation
1
éaﬂ(FMFﬂV) +2F,,0"FM = 0, (28.12)
so dass wir schlief3lich so that finally we obtain
1 v A 1 Av
k' = -0 (FuaF™) + Eaﬂ(FMF )
_ 1 M Av 1 VK A
= an(— FFY + Zg7F F ) (28.13)
erhalten.T#” ist ein symmetrischer Vierertensor, das. T#" is a symmetric four-tensor, i.e. it transforms ac-
heil3t er transformiert sich geman cording to
T = A A T (28.14)
28.b Erhaltungssitze 28.b Conservation Laws

Wir gehen aus von einem Vierervektorfel@(x)). In ~ We start out from a four-vector field4(x). In any
jedem dreidimensionalen raumartigen UnterraBm three-dimensional space-like subsp&cef the four-
des vierdimensionalen Raums s¢@i)(nur in einem  dimensional space bg#) different from zero only
endlichen Bereich von Null verschieden. Mit raumar-in a finite region. We call a space space-like if any
tig bezeichnen wir einen Raum, wenn je zwei Punktewo points in this space have a space-like distance.
des Raumes einen raumartigen Abstand haben. Eink world-line, i.e. a line which everywhere has a ve-
Weltlinie, das heil3t eine Linie, die Uberall Unter- locity below light-speed hits a space-like subspace in
lichtgeschwindigkeit hat, durchstol3t einen raumarti-exactly one point. If one plots the subspace as a func-
gen Unterraum in genau einem Punkt. Tragt martion x°(r) then its slope is everywhere less then 1. The
den Unterraum alg(r) auf, so ist die Steigung stets slope of the world-line is everywhere larger than 1.
kleiner 1. Fur die Weltlinie ist die Steigung dagegenFor example, the points of constant time in an inertial
uberall groRer 1. Die Punkte konstanter Zeit einedrame constitute such a space-like space. We now in-
Inertialsystems bilden zum Beispiel einen raumarti-tegrate the divergencs, j* over the four-dimensional
gen Raum. Wir integrieren nun die Divergefizi*  volumeQ, which is bounded by two space-like spaces
Uber das vierdimensionale Volumeén das von zwei R andR’ and obtain

raumartigen RaumeR und R begrenzt wird und

erhalten
o X,
4 _ 3 3 @
de Xaxﬂ fRd x( 3x“ f d>x 6x” ) (28.15)

Den Beitrag d,j* integriert man einfach inx*-  The contributiord, j* is integrated in¢-direction un-
Richtung bis zur Begrenzurig beziehungsweis® til the boundaryR or R or until j* vanishes. This
oder bis j* verschwindet. Fir die 0-Komponente yields immediately the contribution given for the O-
ergibt das unmittelbar den angegebenen Beitragcomponent. For the 1-componentone obtains initially
Fur die 1-Komponente bleibt zunachst das Integrathe integral: fdxodxzdxﬂ at the boundary.

+ [ dx°dx?dx®j! an der Berandung.
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Die dx%-Integration lasst
sich aber in eine xtZ%-
Integration umformen.
Wachst (fallt) X = X0
auf der Berandung mit
x!, so handelt es sich
um die untere (obere)
Grenze der Integration.
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The d’-integration may be
transformed into an xt 2% -
integration. If X = x°
increases (decreases) at the
boundary withx!, then this

is the lower (upper) limit of
the integration. Thus we
have a minus-sign in front of

Daher das Minus-Zeichen %, similarly for the other
vor %. Entsprechen- space-components.
des gilt fur die anderen
Raumkomponenten.
Wir kdnnen uns auch noch davon Uiberzeugen, dass We maincerourselves that
o OX. :
d*x(j% - ¢) = fdv K 28.16
fR X1 - =2 1%) VL] (28.16)

mit (dV,) = (1, -VX)d®x ein Viererskalar ist. Fuhren with (dV,) = (1, -VX)d®x is a four-scalar. If we in-
wir namlich einen Vierervektorjf) so ein, dass troduce a four-vectorj{), so that

- j” inR

L
so folgt then it follows that

: = ajH
Ho— = Ax—
Ldv,,] Ldv,,] Ld Xaxﬂ’ (28.18)

wobei letzteres Integralffensichtlich ein Viererska- where the lastintegral is obviously a four-scalar, since
lar ist, da sowohl ti wie auch die Vierer-Divergenz both d*x and the four-divergence gfis a four-scalar.
von j ein Viererskalar ist. Da aber das Fel@)be-  Since the field {*) is arbitrary, we find that \d, j*
liebig ist, gilt fir jedes infinitesimale §d,) ausR, dass has to be a four-scalar for each infinitesima¥/(Jlin
dVv,j* ein Viererskalar ist. Dajf) Vierervektor ist, R. Since ) is a four-vector, (§*) must be a four-
muss auch (d) Vierervektor sein. Damit konnenwir vector, too. Then (28.16) reads

(28.16) schreiben als
f d*xd, j* = f av, j* - f dv,, j*. (28.19)
Q R R

Dies ist der Gusssche Satz in vier Dimensionen. This is the divergence tmeandour dimensions.
Wir ziehen nun Folgerungen daraus: From this we conclude:
28.ba Ladung 28.ba Charge

(j*) sei der Viererstrom der Ladungsdichte. Aus der(j*) be the four-vector of the current density. One ob-
Kontinuitatsgleichung, j* = 0O folgt fir jedes raum- tains from the equation of continui, j* = 0 for
artigeR der gleiche Wert each space-likR the same result

q= % f dv,,j (28.20)
R
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fur die Ladung, da das Integral der Divergenz uberfor the charge, since the integral of the divergence in
Q in (28.19) verschwindet (da der Integrand ver-Q in (28.19) vanishes, (since the integrand vanishes)
schwindet), und da man immer das gleiéievahlen  and since one may always choose the s&nél'hus
kann. Die Ladung ist daher eine Erhaltungsgrof3ethe charge is a conserved quantity, more precisely we
genauer gesagt haben wir konsistentes Verhalten gé&ave found a consistent behaviour, since we already
funden, denn wir haben bereits in Unterabschnitt 24.tvave assumed in subsection 24.c that charge is con-
angenommen, dass die Ladung erhalten ist. Neu isserved. New is that it can be determined in an arbi-
dass ihre Bestimmung in einem beliebigen dreidimentrary space-like three-dimensional space.

sionalen Unterraum moglich ist.

28.bp Energie und Impuls 28.bg Energy and Momentum
Aus From
-k =9, T (28.21)
folgt one obtains
- f d*xk = f av, T — | dV, T~ (28.22)
Q R R

In einem ladungsfreien Raur¥(= 0), das heil3t fur In a charge-free spac&“(= 0), i.e. for free electro-
freie elektromagnetische Wellen gilt dann, dass diemagnetic waves one finds that the components of the
Komponenten des Strahlungs-Impulses momentum of radiation

1
Gi = —deVT’” (28.23)
CJrR

unabhangig vorR sind. Sie sind also erhalten. Es are independent & Thus they are conserved. Now
sei nun b,) ein beliebiger konstanter Vierervektor. be (o,) an arbitrary but constant four-vector. Then
Dann istb,T#” ein Vierervektor und, (b, T*") = 0. b, T*"is a four-vector and, (b, T#") = 0. Thenb, G4
Damit wird dannb,Gs zum Viererskalar un@; ist  is a four-scalar an@ is a four-vector.

ein Vierervektor.

Sind nun im Vierervolumeg Ladungen, so gilt If there are charges in the four-volumethen one
obtains.
GL(R) = —% f d*xk* + GA(R). (28.24)
Q
Fur Punktladungeq; hat man (26.7, 26.30) For point-chargg®ne has (26.7, 26.30)

% f Xk =Z f dtK” =Z f dtG =Z(G¢(R)—G¢(Fz)). (28.25)

i
Dabei istG(R) = mu'(R) der Vierer-Impuls der HereG!/'(R) = mu(R) is the four-momentum of the
Ladung # an der Stelle, an der die Weltlinie der charge # at the point where its worldline hits the

Ladung den UnterrautR durchstof3t. Damit ist three-dimensional spaé® Then
G =Gi(R) + Y GI(R) (28.26)
i
der erhaltene Vierer-Impuls. is the conserved four-monmant

28.byy Drehimpuls und Schwerpunktsbewegung 28..  Angular Momentum and Movement of
Center of Mass

Aus (28.7) folgt Eq. (28.7) yields

Oy(X'TH = XTY) = =X 4 XK+ THE - T, (28.27)
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Da der Tensol symmetrisch ist, kiirzen sich die bei- Since the tensof is symmetric, the last two terms

den letzten Terme weg. Wir fuhren den Tensor cancel. We introduce the tensor
M*(R) = % fR AV, (X' T = X T) (28.28)
ein. Er ist antisymmetriscM* = —M“!. Auf Grund . Itis antisymmetrid* = —M“*. Due to (28.19) one
von (28.19) gilt has
M#(R) = —% f d*x(xK* = ¥'Kk') + Mg (R). (28.29)
Fur Punktladungen erhalt man ’ For point-charges one mbtai
fd“ ”k” x”k” fdt x K - ><’K” fdt x'Gl' — x‘,‘Gf) (28.30)
dax'G+ = ¥*G*. Daher ist smce@Gﬂ = %“G". Therefore
M¥(R) = M#*(R) + M¥(R) (28.31)
mit dem mechanischen Anteil including the mechanical ¢buation
M¥(R) = Z (x'e - fof)]R (28.32)

|
eine ErhaltungsgroRe, das heiBt*(R) ist un- is a conserved quantity, i.eM*(R) is independent
abhangig von der Wahl voR. Zugleich ist M*) ein  of the choice ofR Simultaneously M) is a four-
Vierertensor. tensor.

Es bleibt noch die Bedeutung vavi zu bestimmen. Finally we have to determine the meaninghf For
Hierzu betrachten wiM in dem dreidimensionalen this purpose we considéi in the three-dimensional
RaumR, der durch die konstante Z¢itm Inertialsys-  spaceR given by constant timefor a system of inertia
temsS gegeben ist. Wir haben dann S. Then we have

1
MY = = f (T - xT) + 3 (X6 - XG) (28.33)
|
Wir  betrachten zunachst die raumartigenFirst we consider the space-like components
Komponenten

ues = [ gt - ) + 3 (6] - ). (28.34)

Dies ist fura # B eine Komponente des Drehimpulses This is fora # 8 a component of the angular mo-
L, namliche,gyL,. Wir haben damit die Erhaltung des mentumL, namelye,s,L,. Thus we have found the
Drehimpulses gefunden. conservation of angular momentum.

Ist eine Komponente zeitartig, so erhalt man If one compbisdime-like then one finds

MO = ct(fd3xgg + ZG;’) - %(fdsxx"u + Z XE;). (28.35)

Der erste Beitrag stellct multipliziert mit dem  The first contribution i€t multiplied by the total mo-
Gesamtimpuls dar. Der zweite Beitrag ist die Summeanentum. The second contribution is the sum of all
aller Energien dividiert durcle multipliziert mit der  energies times their space-coordinatéslivided by
Ortskoordinatex*. Man kann diesen zweiten Beitrag c. This second contribution can be considered as the
als den Energie-Schwerpunkt (tatsachlich die center of energy (actually ita-component) multi-
Komponente davon) multipliziert mit der Gesamten-plied by the total energy divided ry Since total mo-
ergie dividiert durchc aufassen. Da Gesamtim- mentum and total energy are constant, one concludes
puls und Energie konstant sind, heif3t das, dasthat the center of energy moves with the constant ve-
sich der Energie-Schwerpunkt mit der konstanterlocity czm%rﬂ For non-relativistic velocities
Geschwindigkeitc? S22 hewegt.  Fur nicht- — the mechanical part of the energy reduces to
relativistische GeschW|nd|g?<e|ten reduziert sich der

mechanische Anteil auf
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MO = c(t Z G - Z r’m(i’] . (28.36)
I I
Die Erhaltung dieser Grof3e beinhaltet die gleichfor-Then the conservation of this quantity comprises the
mige Bewegung des Massenschwerpunkts mit deaniform movement of the center of mass with the
Geschwindigkeit Gesamtimpuls durch Gesamtmasse/elocity total momentum divided by total mass. In
Relativistisch geht das in die gleichformige Bewe-the theory of relativity this transforms into a uniform
gung des Energieschwerpunktes Uiber. Digentz-  moving center of energy. drentz invariance com-
Invarianz verknlpft diese Erhaltung mit der Erhal- bines this conservation with the conservation of an-
tung des Drehimpulses zur Erhaltung des antisymgular momentum to the antisymmetric ten&br
metrischen Tensons.
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29 Feld einer beliebig bewegten 29 Field of an arbitrarily Moving
Punktladung Point-Charge

29.a Lenarp-WiEcHERT-Potential 29.a LEnarp-WiechHerT Potential

Wir bestimmen zunachst das Potential am PurKt ( First we determine the potential at a point) of a
einer Punktladung, die sich auf einer Weltlinieq(t)  point-chargeg which moves along a world-line(t).
bewegt. lhre Viererstromdichte ist Its four-current density reads

() = av'aP(X —rq(h), W = (CTq(t)). (29.1)
Das Viererpotential ergibt sich dann nach (24.29) zu Acicaytb (24.29) the four-potential reads

1 . 1 1
A(X) = c fd“x’J“(x')(S(Esz)G(t—t’) = qfdt'\/‘(t')é(ész)e(t—t') (29.2)
mit with
S=aa, a =x-xt) (29.3)
(&) ist eine Funktion 0 (@) is a function of
von (X) undt’. Das Beobachtungspunkt (x) and t'. The
Differential von1s? point of observatio . differential of 3 is
raiibt sich z 2 Weltlinie der Ladung ven b 2
ergibt sich zu world line of charge given by
Lichtkegel rq(
light cone
Lo
1
d(§ &) = a,da’ = a,dx’ — a,v'dt’. (29.4)

Damit erhalt man das retardiertetkarp-Wiecuert-  Thus one obtains thenknarp-WiecherT potential
Potential

N 1 \'a

N = V()i = o
| Y
ot

_qv
Foau

(29.5)

r

Dabei sind die beiden Ausdriicke mit dem Indeeu  Here the two expressions with the indeare to be
der Zeitt’ auszuwerten, zu def = 0 undt > t'. evaluated at the tim# at whichs®> = 0 andt > t'.

Wir beachten, dassv' =ac—a-v>0,daa=c(t—- We notethat,v' =ac—a-v > 0, sincea=c(t—-t') =
t') = |al. Im momentanen Ruhesystem der Ladungal. a,u”/c is the distance between point of observa-
ist a,u”/c der Abstand zwischen Beobachtungspunktion and charge in the momentary rest system of the

und Ladung. charge.
29.b Die Felder 29.b The Fields
Aus den Potentialen berechnen wir nun die Felder Startmg the potentials we calculate the fields

Fir = gAY — 9" A, (29.6)
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Hierzu mussen wir die Ableitungen von a undt’  In order to do this we have to determine the deriva-

bilden tives ofv, aandt’/
oV’ o
voo_ 29.7
rv v ox, (29.7)
orar = X -x(({t)=g"- vyﬂ (29.8)
N N0 = X, '

o _ & (29.9)

@V

wobei der letzte Ausdruck wegesd = 0 aus (29.4) where the last expression has been obtained &om
gewonnen wurde. Hier und im Folgenden verwender® by means of (29.4). Here and in the following we

wir use
(a-v) = av,=ac-a-v=cla—a-p) (29.10)
(v-v) = Vv, =c2-V?=c*(1-5% (29.11)
(a-vy = avw=-a-w (29.12)
Damit wertet man aus One evaluates
L, v
MV = @) (29.13)
L v vaH
o = ¢ _(a- v (29.14)
Ha-v) = ("), +a(0"V)
— g“KV _ ﬁv + ﬁ
B A CHY M PRV
IR (250 B CYL))
= W a[l(a-v) + @V (29.15)
Es folgt dann Then one obtains
v oMV Vot (a- V)
AV = = —
r a”(q(a-v)) @ @y
LY
V(V-V)—Vv'(a-Vv) +V'(a-v)
Voo . 29.17
b = q vy (29.17)
Damit ist Therefore
PO R PRI : AV N SV A Sy
(0) = Gagp (L8 + o PA-B) + BB+ [@-a-p)p (29.18)
und die Felder stellen sich dar and the fields read
va — a}le _ a"bll (2919)
q(1-pA(a-pa) gax ((@a-pa)xp)
E=ab’— = 29.2
e’ -ab @-ap? ' ca-app (29.20)
B = —axb=2XE (29.21)
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Der Beitrag proportional zur Beschleuniguﬁg‘allt The contribution proportional to the accelerati,bn
ab wie Ya, fur diesen Beitrag bilden, E undB ein  decreases like/h; a, E, andB constiute an orthog-
Orthogonal-System. Der vg#iunabhangige Beitrag onal system for this contribution. The contribution
fallt wie 1/a2 ab. independent of falls off like 1/a2.

29.c Gleichbrmige Bewegung 29.c  Uniform Motion
(vergleiche Abschnitt 25.d). Der Skalam'v,/c  (compare section 25.d). The scajar'v,/cis the dis-
ist gerade der Abstand zwischen Beobachtungspunkance between the point of observation and the point
und Ort der Ladung im Ruhesystem der Ladung. Daof the charge in the rest-system of the charge. Thus
her gilt one has
a-a-B= E|r’|, (a-a-B)%=N/2 (29.22)
Y

Berucksichtigt mam =r — vt’, a = c(t — t’), so folgt Considering that = r —vt’, a = c(t —t’), one obtains

a-pa=r—-vt'—vt+vt'=r —wt (29.23)
und damit and thus
_ Oy(r —vt) _(r=vt)x(r—vtigy gqvxr
E= N B= =N = "N (29.24)
in Ubereinstimmung mit (25.30) und (25.31). in accordanc@@6.30) and (25.31).

29.d Beschleunigte Ladung momentan 29.d Accelerated Charge Momentarily

in Ruhe at Rest
Furg = 0 vereinfachen sich die Gleichungen (29.20)The equations (29.20) and (29.21) simplify i 0
und (29.21) zu to
ga q ;
E = = + Eax (axp) (29.25)
q .
B = -—— 29.26
2 (@xh). (29.26)
woraus mit der Energiestromdiche= ;ZE x B die  from which the power radiated into the solid angle
in den RaumwinketlQ abgestrahlte Leistung dQ can be determined with the energy-current density
S=4ExB
dUS_z _ca _ 7 N2 _ o5 ‘N2
) =a‘’S n_4n[a,E,B]_4ma2(axﬂ) _4n03(n><v) (29.27)
und die gesamte abgestrahlte Leistung and the total radateer
.29,
Us = égv (2928)
(Larmor-Formel) folgt. (Larmor-formula) follows.

Fur eine harmonische Bewegung= roqcoswt) und  For a harmonic motiorry = rogcost) andv =

V = —1oqw? cosgt) folgt —Igqw? COS(t) one obtains
) q2r2 _ 2
Us = % Csoqw“(cos(ut))z, Us = %%aﬁ (29.29)
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in Ubereinstimmung mit Abschnitt 22.b. Dies gilt filr in agreement with section 22.b. This appliesfox

B < 1. Sonst hat man in 22.b auch Quadrupol- undl. Otherwise one has to take into account quadrupole
hohere Multipolanteile zu berticksichtigen und hier,and higher multipole contributions in 22.b, and here
dassp nicht mehr vernachlassigt werden kann, wasthatg cannot be neglected anymore, which yields ad-
auf zusatzliche Beitrage der Ordnuad und hoher ditional contributions in orde®® and higher orders.
fuhrt.

29.e Abstrahlung,3 # 0 29.e Emitted Radiationp # 0

Wir hatten gesehen, dass die Ladung im momentaneWe had seen that in the system momentarily at rest
Ruhesystem die Leisturgs = %q;z\'/z abstrahlt. Der the charge emits the powek = gqgv% The emitted
abgestrahlte Impuls ist Null wegen der Symmetrie demomentum vanishes because of the symmetry of the
Strahlung (ohne Beriicksichtigung des statischen Anradiation (without consideration of the static contri-
teils vonE, der aber so rasch abnimmt, dass er furbution of E, which, however, decays that fast that it

hinreichend grol3es nichts mehr beitragt) does not contribute for siiciently largea)
E(-a) =E(a), B(-a)=-B(a), Taus(-a)=Tas(a). (29.30)
Wir konnen daher den pro Eigenzeit abgestrahltehus we may write the energy-momentum-vector
Impuls-Energie-Vektor schreiben als emitted per proper time
d,1 w207 ( dut du,
—(= =———|-——F 29.31
dT(C > S) 303( dr d‘r)’ ( )

dau® = cy « v-v = 0. Da die Formellorentz-invariant sincew’ = ¢y « v - v = 0. Since the formula is writ-
geschrieben ist, gilt sie in jedem Inertialsystem, dagen in a lorentz-invariant way, it holds in each inertial
heif3t frame, i.e.

dUs dr w0 202 ( dt )2 (_ diyv) d(m))

dt dt ¢ 3c3 \dr dt ot

2
= 25 (0M0n - &)
207

_ 2(.2¢,2 : : 2 20,2
= 357 (V2 + 2y3(v - ¥) + ¥P(v* - &2)). (29.32)
Mit dz/dt - u’/c = 1 und With ar/dt - u®/c = 1 and
. d 1 _ 3V-v
y= = — | s (29.33)
C2
folgt schlief3lich one obtains finally
c 20040 6(V-V)?
Ug = 33 (y Ve +y = (29.34)

Beim Umlaufen in einem Synchrotron vom Radius Orbiting in a synchrotron of radiusa charge under-
ist die Beschleunigung = v?/r senkrecht zur Bewe- goes the acceleration = v?/r perpendicular to its

gungsrichtung. Daraus folgt velocity. Thus one has

. 2 2

Us = S0°8%y*/r? = Sacly® - 1712 (29.35)
Pro Umlauf ist die abgestrahlte Energie The radiated engeggirculation is

2nr - 4
AUs = —=Us = §q2ﬁ3y4/r. (29.36)
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Bei Desy ergibt sich fur ein umlaufendes Elektron derAt Desy one obtains for an orbiting electron of energy
EnergieE =7.5 GeV undmec® =0.5 MeV ein Wert E =7.5 GeV and massync® =0.5 MeV a valuey =

y = E/(Mmc?) = 15000. Firr = 32 m folgt dann  E/(mgc?) = 15000. Forr = 32m one obtaindU =
AU = 9.5 MeV. Bei Petrahat man mi = 19GeVein 9.5MeV. Petra yields witltE = 19GeV ay = 38000

v = 38000 und mit = 367m eine Energieabstrahlung and withr = 367m a radiatiom\U = 34MeV per
von AU = 34MeV pro Umlauf. circulation.

Aufgabe Hera bei Desy hat = 1008m und ar- ExerciseHera at Desy has= 1008m and uses elec-
beitet mit Elektronen voit, = 30GeV und Protonen trons ofEe = 30GeV and protons dEp = 820GeV.
von Ep = 820GeV. Man berechne deren Energieab-Calculate the energy radiated per circulation.
strahlung pro Umlauf.
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