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Abstract

Starke Korrelationen sind die Ursache fiir eine Vielzahl von Phinomenen in der modernen Festkorperphysik,
z.B. Hochtemperatursupraleitung (Nobelpreis 1987 http://www.nobel.se/physics/laureates/1987/index.
html) und gebrochenzahlig quantisierter Halleffekt (Nobelpreis 1998 http://www.nobel.se/physics/laureates/
1998/index.html). In der Theorie benotigt man neue Konzepte und Methoden zur Behandlung dieser Pha-
nomene. Ziel der Vorlesung ist es, in diese neuen Methoden einzufiihren und zu einem theoretischen Verstiand-
nis der Phanomene zu gelangen, die durch starke Korrelationen entstehen. Das Hubbardmodell spielt fiir die
moderne Vielteilchenphysik eine dhnliche Rolle wie das Isingmodell fiir die statistische Physik: Es dient als
Standardmodell fiir fast alle Phanomene wechselwirkender Fermionen. Das Hubbardmodell wurde zuerst fiir
die Beschreibung von Ubergangsmetallen vorgeschlagen, es dient zur Beschreibung von magnetischen (Ferro-
magnetismus, Antiferromagnetismus, Ferrimagnetismus) und elektrischen Phiinomenen (Metall-Isolator Uber-
gang, Supraleitung), und es ist in einer Dimension eine Luttinger-Fliissigkeit. Gerade im Zusammenhang mit
Hochtemperatursupraleitern ist es in der letzten Zeit intensiv untersucht worden. Obwohl das Modell sehr ein-
fach ist, zeigt es je nach Dimension und Gitter sehr unterschiedliches Verhalten. In der Vorlesung werden diese
verschiedenen Aspekte und Phinomene diskutiert, es werden exakte Resultate hergeleitet und unterschiedli-
che Niherungsverfahren behandelt. Das Ziel ist es, einen Uberblick iiber die vielfiltigen Anwendungen des
Hubbardmodells zu geben.

Voraussetzung fiir die Vorlesung sind gute Kenntnisse in Quantenmechanik und statistischer Physik, Grund-
kenntnisse in Festkorperphysik. Theoretische Festkorperphysik wird nicht vorausgesetzt, kann aber niitzlich
sein.

Hinweise zu diesem Text

Das Manuscript ist in unterschiedlichen Formaten verfiigbar. Ich empfehle die Verwendung der pdf-Version und
den Acrobat Reader, da an vielen Stellen von den zusitzlichen Moglichkeiten des pdf Gebrauch gemacht wird.
Beispielsweise sind alle Verweise innerhalb des Textes aktive Verkniipfungen. Links fiir Zitate sind dunkelrot,
Links auf Textstellen dunkelblau, Links auf http-Adressen dunkelgriin eingefirbt. Diese konnen sie nutzen,
wenn Sie den Acrobat Reader so konfigurieren, daf} bei Verweisen auf externe Quellen ein WWW-Browser die
entsprechenden Seiten anzeigt.

Das Manuscript wird fortlaufend erweitert und ergénzt.
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1 Wechselwirkende Fermionen und Bosonen

1.1 Quantensysteme mit vielen Teilchen

In der Realitdt hat man hdufig mit Quantensystemen zu tun, die aus vielen Teilchen bestehen. Jedes einzelne
Teilchen kann durch eine Wellenfunktion beschrieben werden, die Element eines Hilbertraums ist. Der Hil-
bertraum fiir zwei verschiedene Teilchen ist einfach das Produkt der Hilbertraume der beiden Teilchen. Fiir
identische Teilchen gilt das nicht. Abhingig davon, ob es sich um Bosonen oder Fermionen handelt, miissen
die gemeinsamen Wellenfunktionen symmetrisch oder antisymmetrisch sein. Entsprechendes gilt, wenn man
Systeme mit vielen Teilchen betrachtet. Wir werden im folgenden eine kompakte Notation fiir die Beschrei-
bung solcher Zustinde entsprechender Operatoren einfiihren. Dies geschieht zunéchst getrennt fiir Fermionen
und Bosonen.

1.2 Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren fir Fermionen

Sei {¢;(¥,0)} eine Orthonormalbasis von Einteilchenzustinden. Im folgenden sei ¢ = (¥,5). Eine Basis von
N-Teilchen Zustinden erhilt man, wenn man im Fall von Fermionen aus den Einteichenzustinden Slaterdeter-
minanten bildet:

O (q1) 9i(q2) - ¢(qn)
1 | 9ulqt) 9n(q2) - ¢n(gn)

il7i27“"iN>:W . . .
(PiN(ql) ¢iN(q2) (PiN(qN)

Entwickelt man die Slaterdeterminante, so erhilt man
1
liv,i2,nin) = —= Y (=)' ] i (ar()
v &Y Lo tar

Wegen der Konstruktion als Slaterdeterminante sind diese Zustidnde antisymmetrisch bei Vertauschung zweier
Indizes
i1y vty eees i eesINY = =iy eees i sy ey IN)

Normierung:
(i1,02y ey iN|i1, 00y ey i) = 1

Orthogonalitit:

<jl7j27"‘7jN’i17i27 7lM> =

Yp(= 1) Tl 8jpipy, fallsN =M
0 fallsN #M.

Ich definiere einen Erzeugungsoperator fiir ein Teilchen im Zustand i durch

C”ilaib "'7iN> = ‘i7i17i27""iN>
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c:. bildet also Zustidnde mit N Teilchen auf solche mit N + 1 Teilchen ab. Die rechte Seite kann aber auch
verschwinden, und zwar fiir Fermionen genau dann, wenn einer der Indizes i; = i ist. Es gilt
C-{-Cﬁl‘l‘] i2 iN> = |i ] i] i2 iN>
1 J ) A 1S ) 1
—|j,iyi1,02,yin)
—C;-C:-‘il y iz, ...,iN>
Da diese Beziehung fiir alle Zusténde gilt, gilt allgemein

¢t =—c'cl

T U
Ci] Jjoi

Damit gilt auch cjc} = 0 fiir Fermionen. Zudem gilt
li1,i2, .., in) = ¢ ¢}, ..cp [vak.)
Man kann den zu ¢} hermitesch adjungierten Operator ¢; einfiihren:
(Jts s dmleilin, cosin) = (it eonsinlCiljts e )
= (i1, een Nl J1y s Ju) ™

_ 0;,,i0,,j, --- — Oij,j, 0jp,i = ... insgesamt N! Permutationen, fallsN =M + 1
N 0 fallsN # M + 1.

— (Sil’i(iz,...,l'[v’j],...,jM>* —5,-27,-<i1,i3,...,iN]j1,...,jM)*—i—...(NTerme).

Damit gilt
C,'|i1,...,iN> = 51']7,'|l'2, ...,iN> — 5,‘27,‘|i1,i3, ...,iN> —+ ... (NTerme).

und
cilvak.) =0

Die Vertauschungsrelation der Erzeugungsoperatoren c] iibertrigt sich auf die Vernichtungsoperatoren c;:
ciC j= —C jC,‘

Man fiihrt den Antikommutator [A,B] = AB + BA ein und schreibt

[C;?Cj+:07 [C[,Cj]+20
Wegen
CZCj‘il,...,iN> = 5i17j|i,l'2,...,iN> — 5,'2’]'“,1.1,1.3, ...,iN> + ...
CjClT i],...,iN> = 5[7j|l'1,...,l'N> — 6i17j’i,i2,...,iN> +6iz’j|l',l'1,l'3,...,l‘1v> +...
gilt

(cjc:. —I—C;Cj)|l'1, ceey iN> = 5[7j|l'1, . iN>
und, da dies wieder fiir alle Zustidnde gilt
[ci el =81
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1.3 Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren fiir Bosonen 9

1.3 Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren flir Bosonen
Bosonische Vielteichen-Wellenfunktionen sind symmetrisch. Man kann analog zu den Fermionen den Ansatz
.. . 1
1,02, enyiy) = W;I;I@,—(CIPU))

machen. Allerdings stimmt die Normierung noch nicht. Da diese Wellenfunktion symmetrisch gegeniiber dem
Vertauschen zweier Indizes i; ist, verschwindet sie nicht, wenn zwei Indizes gleich sind. Sei n; die Anzahl der
Teilchen im Zustand i. Dann gilt

(iyia, sinlin i, osin) = ] mi!

ie{ilw-'viN}
Mit der richtigen Normierung gilt also
1
\/N!Hie{ih,__,,‘]\,} n;! ;I:I 1j\4P(j)

und damit

----- (1.1)

m YpIlidjip, TfallsN=M
0 falls N#M.

Fiir Bosonen werden Erzeugungsoperatoren gemif

Cﬂil,iz, ...,iN> =\/n;+ 1‘i,i1,i2,...,i1\/>

eingefiihrt. Dabei ist n; die Anzahl der Teilchen im Einteilchenzustand i in |}, iy, ..., iy). Das ist ganz analog zu
den Aufsteigeoperatoren im harmonischen Oszillator. Man kann den zu ¢} hermitesch adjungierten Operator c;
einfiihren:

<j1,...,jM‘C,"i1, ...,iN> = <i1, ...,l'N|C;’j1, ---).].M>*

= /n;+ 1<i1, ...,iN‘l',jl, ...,jM>*

ni+1 { 0,6 j .-+ 0y j, 0y i + ... insgesamt N! Permutationen, falls N =M + 1

regis. iyt L O falls N # M + 1,
= n+1 (6i17i<l27"')lN|Jl7"‘7]M> +5i27i<l17l37"'7lN|]17"'7]M> +(N Terme)).
1
Hierbei ist n; die Anzahl der Teilchen im Einteilchenzustand i in | ji, ..., jas). Damit gilt

1
NG
wobei jetzt n; die Anzahl der Teilchen im Einteilchenzustand i in |iy, ..., iy) ist (das ist ein Teilchen mehr als in
|j1s---s ju)). Analog zum fermionischen Fall berechnet man

C,'|i1,...,iN> = (5[171"1'2, ...,iN> +5i27,"i1,i3, ...,iN> +... (NTerme))

[c;,cf]l-=0
[Ci,Cj], =0

[ciycl]- =8

wobei jetzt [.,.]— der Kommutator ist. Die Erzeugungsoperatoren kénnen genutzt werden, um alle Vielteilchen-
zustdnde zu erzeugen:

’i],iz,...,i}v> = ...C;?N|Vak.> (12)

Copyright (©)2014ff Andreas Mielke




10 1 Wechselwirkende Fermionen und Bosonen

Zusammenfassung: Erzeuger und Vernichter

Fiihrt man eine Variable { ein, die fiir Fermionen —1, fiir Bosonen +1 ist, dann lassen sich die Formeln fiir
Fermionen und Bosonen in der kompakten Form

1
|l MY > = CP ¢ij(q j ) (1.3)
: N VN Ticgiy...ivy 1! ) PI;I #)

.....

<jlvj27"‘7jN’ilai25 7lM> -

1 P .. —
{ Moty ot 2o TG, fallsN =M (1.4)

0 fallsN #M.

ciliv,ia,.oyin) = /i +1|iyiy, da, ... in) (1.5)

1

cility.nin) = = (8iyilizs-eyin) + § 05 ili1, 03, ...yin) + ... (N Terme)) (1.6)
(1.7)

(1.8)

1.9)

lit, i2, ooy i) = ., [vak.) (1.10)

1.4 Einteilchenoperatoren

Betrachte den Operator

o .
N = Zcic,-
i

Es gilt
C;C,' il,...,iN> = (5,'1’1'—|—6,'27,'—|— — 5iN,i)|i17"'7iN>

also
N|ila"'7iN> :N|i1,...,iN>

N ist der Teilchenzahloperator. Er ist ein Einteilchenoperator, denn er kann auf Zustinde mit einem Teilchen
angewandt werden. Ein allgemeiner Einteilchenoperator 7' (zum Beispiel der Operator der kinetischen Energie
oder ein Potential) kann natiirlich auch in der bisher verwandten Einteilchenbasis verwendet werden. Es gilt

Tliy) =Y i li)
i
Wir betrachten zunéchst Operatoren, die in der gewéhlten Basis diagonal sind, d.h.
T]i) = 1;]0)
Fiir N-Teilchen Zusténde gilt dann analog

Tliy,.yin) = Y ti)li1, -y in)
J

Copyright (©)2014ff Andreas Mielke




1.4 Einteilchenoperatoren

11

Der Operator wirkt auf alle Teilchen separat. Ich behaupte
T = Ztic;ci

Mit diesem T gilt

|i1,i i) = 71 il '>—71 [T,ci 1|i N) + ———
T\iy,ip,...,1 1 cilin,...,i T,c! |liz,...,in) +
1,02 N | i) 12 N | L N =

und ferner mit

[T,e;] = Ytilejcicj] = tic
i

T‘il,ig, ...,iN> = ’il,ig, ...,iN> —I—C;lT|i2,...,iN>

= Ztij|il7‘"7iN>
J

Dieser Ausdruck stimmt mit dem von oben fiir T iiberein.

Allgemeiner werden wir auch Einteilchenoperatoren betrachten, die nicht diagonal sind. Da sich jeder hermi-
tesche Operator mit Hilfe einer unitdren Transformation diagonalisieren 146t, miissen wir iiberlegen, wie eine
solche unitire Transformation der Basis auf die Einteilchenoperatoren wirkt. Fiihren wir also eine neue Basis
|ot) = Y uqili) ein, wobei U = (uq;) eine unitire Matrix ist. Die neuen Erzeugungsoperatoren bezeichnen wir

mit c¢},. Es gilt
cylvak.) = |a)
= Zuaili)
= Zumc;lvak)
1
— ¥ {ali)e] vak)
1

Wir setzen also

¢y =Y (ali)c]
i

ci =) (ila)cy

i

Coq = Z<l’0€> Ci

i

c,-zZ(Odi)ca

i

Es gilt dann

T = ZliC}Ci
=) ti{ali) (ilB)cyep
io,f

= Y fapCucp
op

Das ist die allgemeine Form fiir Einteilchenoperatoren.

c; Tlia, ...

7iN>

Copyright (©)2014ff Andreas Mielke




12 1 Wechselwirkende Fermionen und Bosonen

Beispiele:
e Potential: V(7)

= [ &ror BV @)

= [ dro ( )%()

In der Orthonormalbasis ¢; _ = W exp(ik - )Xo findet man

o Kinetische Energie:

1.5 Wechselwirkungen

In dieser Vorlesung werden wir hauptsédchlich wechselwirkende Systeme betrachten. Die meisten Wechselwir-
kungen sind Paar-Wechselwirkungen. Es sind also zwei Teilchen beteiligt. Solche Wechselwirkungen lassen
sich durch Zweiteilchenoperatoren beschreiben. Im allgemeinen kann man nicht erwarten, dal Wechselwirkun-
gen in einer Basis diagonal sind, die aus Einteilchenzustinden konstruiert ist. Der Einfachheit halber wollen wir
aber zunichst von einem solchen Fall ausgehen. Bezeichnet man V den Operator der Wechselwirkung, dann
gilt in dieser Basis

|i, j) ist ein Zwei-Teilchen-Zustand. Fiir Matrixelemente mit N-Teilchen-Zustinden erhilt man

(i inlV]ir...in) = ZCPE Y GrodealV0i i) TT Gnlin)
P

KAk 1K)
= Z Viciu L JNit i)
2
Die Summe Yz ist eine Summe iiber alle Paare von Teilchen im Zustand |i;...iy). Ist i # 7, so ist die

Anzahl von Paaren von Teilchen in den Zustéinden i und i durch n;ny gegeben. Ist i =1, so ist die Zahl der
Paare n;(n; — 1). Die Anzahl der Paare ist also

— ta AT
n,-nj — 5[7./11,' = C; C,‘CJ

= {cjcjcic;

Cj — Bi’jCiC,'

— ‘r
= ¢ chcl

Daher gilt
1
ZV, jeic CJcl = §Z<l JIVIi, jejc C]Cl
irJ
Transformiert man auf eine beliebige Ba51s, so erhilt man

1
V= Ei;;l(l L JIVIk,D)ciciercy
Dies ist schon die allgemeine Form eines Zweiteilchenoperators. Jede Zwei-Teilchen-Wechselwirkung wird in
dieser Form geschrieben.

Die Darstellung eines Operators, zum Beispiel des Hamiltonoperators eines gegebenen Modells, mit Hilfe
von Erzeugungsoperatoren und Vernichtungsoperatoren ist letztlich eine sehr praktische Kurzschreibweise fiir
die Matrixelemente dieses Operators in einer gegebenen Basis. Der entscheidende Vorteil dieser Schreibwei-
se ist es, daf} die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren sehr einfache, algebraische Beziehungen erfiillen.
Dadurch lassen sich viele Rechnungen sehr viel einfacher durchfiihren.

Copyright (©)2014ff Andreas Mielke
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1.6 Koharente Zustande

Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren sind Operatoren, die Zustinde von einem auf einen anderen Hilber-
traum abbilden: Aus einem Zustand mit N Teilchen wird einer mit N &= 1 Teilchen. Durch sukzessives Anwen-
den von Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren kommt man so in Hilbertrdume mit beliebiger Teilchenzahl.
Die direkte Summe aller Hilbertraume (mit N Teilchen, N = 0,...,c) nennt man Fockraum. Mit Hilfe der
Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren wird der gesammte Fockraum aufgespannt. Fiir quantenmechanische
Vielteilchensysteme ist es sinnvoll, im Fockraum zu arbeiten. Zum einen gibt es Systeme, bei denen die Teil-
chenzahl ohnehin keine gute Quantenzahl ist, zum anderen ist es vielfach bequem, mit einem groB3kanonischen
Ensemble zu rechnen.

Bisher haben wir als Basis im Fockraum die aus den Einteilchenzustinden gebildeten N-Teilchenzustinde
gewihlt. Es gibt aber eine andere Basis, die sich als niitzlich erwiesen hat, die sogenannten kohérenten Zustén-
de. Dies sind die Eigenzustinde der Vernichtungsoperatoren.

Man kann sich zundchst klarmachen, daf3 ein Erzeugungsoperator keinen Eigenzustand haben kann. Nehmen
wir an, es gibe einen solchen Zustand. Dann wire er eine Summe aus Zustdnden mit unterschiedlichen Teil-
chenzahlen. In dieser Summe gébe es einen Beitrag mit minimaler Teilchenzahl. Wendet man einen Erzeuger
an, wird aber die Teilchenzahl erhoht. Es kann also keinen Beitrag mit kleinster Teilchenzahl, also auch keinen
Eigenzustand geben.

Ein entsprechendes Argument kann man fiir einen Vernichtungsoperator nicht anfiihren, da es im Fockraum
keinen Zustand mit maximaler Teilchenzahl gibt. Wir nehmen also an, wir hétten zu einem Vernichtungsopera-
tor einen Eigenzustand gefunden, i.e.

cilo) = il¢).

Da fiir Bosonen die verschiedenen Vernichtungsoperatoren vertauschen, gilt dies auch fiir die Eigenwerte. Fiir
Bosonen konnen die Eigenwerte also normale, komlexe Zahlen sein. Fiir Fermionen erhilt man beim Ver-
tauschen zweier Vernichtungsoperatoren ein Vorzeichen. Fiir Fermionen konnen die ¢; also keine komplexen
Zahlen sein. Wir diskutieren daher zunéchst kohdrente Zusténde fiir Bosonen und werden danach ein mathe-
matisches Werkzeug einfiihren, mit Hilfe dessen sich auch kohérente Zustédnde fiir Fermionen erzeugen lassen.

1.6.1 Koharente Zustande fiir Bosonen

Ein Zustand mit n; Bosononen im Einteilchenzustand |i), i = 1,...,N kann mit Hilfe von Erzeugern und Ver-

nichtern in der Form .
R (I IS
i i

geschrieben werden. Es gilt

cilni,na,...,ny) = /nilni,na, ... ,ni—1,....ny)

Fiir den kohérenten Zustand |¢) setzen wir

’¢> = Z ¢n17n2,...,nN nl;nZ;'-'vnN>

ny,ng,....AN

Die Bedingung c;|¢) = ¢;|¢) lautet dann

¢i¢n1,.4.,ni,...7nN =Vn+ 1¢”17~--,”i+17~--,”N

Damit erhilt man
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14 1 Wechselwirkende Fermionen und Bosonen

und somit

) H(q’i",i(c:)"f)rvak»

Wendet man einen Erzeugungsoperator auf einen kohérenten Zustand an, so erhélt man

16} = co(E o) vak.)

d

= 87,[|¢>

Als nichstes berechnen wir den Uberlapp von zwei kohirenten Zustinden:

Z Z H(Vfl lq)l > ml,...,mN|n1,...,nN)

N yeees AN MU ©

ll,:«n,(pln,
- )

AN

- (Y )

(ylo)

Man kann zeigen, daf} die kohdrenten Zustidnde iibervollstindig sind. Diese Eigenschaft wird im folgenden sehr
wichtig sein. Wir zeigen, da} die Beziehung

/D exp(—L0/0)10)10] =

gilt, wobei
d EK(P, d S(])l

T

D[¢] =

i

gilt. Um dies zu zeigen, berechnen wir den Kommutator

[cis [@) (0]l = (9 — a¢,*)\¢>< |

Damit gilt dann

. [ Dlglexp(~ Y07 9910)10]] = [ Dlolexp(~ T 670)(0:~ 57:)10)(0

Der Term mit der Ableitung kann partiell integriert werden, man sieht dann, daf} die rechte Seite verschwindet.
Also kommutieren alle Vernichter ¢; mit dem Ausdruck [D[¢]exp(—Y,; ¢ ¢:)|¢)(¢|. Dieser Ausdruck muf3
also eine Zahl sein. Bildet man den Erwartungswert dieses Ausdrucks im Vakuum, so findet man

[ Dlolexp(— Y07 6:) (vak|[6) (9]vak.) = [ Diglexp(~ X679 =1

Damit ist die Vollstindigkeit gezeigt. Mit Hilfe der Vollstindigkeit kann man leicht eine Formel fiir die Spur
eines Operators angeben:

Tea = [ DigJexp(~ ¥ o7 0)(0]A10)
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1.6 Kohirente Zustiande 15

Ebenso 146t sich ein beliebiger Zustand | f) nach den kohirenten Zustdnden entwickeln:

1) = [ Dlolexe(~ X 670)(611)16)

Den Ausdruck
f(07) == (9lf)
bezeichnet man als die Darstellung von |f) in kohdrenten Zustdnden, so wie man f(x) = (x|f) als die Orts-

darstellung von |f) bezeichnet. Es ist niitzlich zu wissen, wie die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren in
dieser Darstellung wirken. Dazu berechnen wir

/(9%
09;

(leilf) = (Flello) = <(f@<f|¢>) _

und ebenso
(Olcilf) = (fleil9)” = (9:(f16))" = ¢/ f(97)
Man kann also symbolisch
d
=3¢
schreiben. Man erkennt sofort, daf die Vertauschungsrelationen damit erfiillt sind. Die Konsequenz ist, dafl man

einen Hamiltonoperator, der in der Teilchenzahldarstellung ausgedriickt durch Erzeuger und Vernichter in der
Form H ({c},c;}) geschrieben wird, in der Darstellung mit kohdrenten Zustéinden als H ({¢;", a%y }) geschrieben

ci cl=¢;

werden kann. Die Eigenwertgleichung lautet demnach
J "
{9755 (0" = EF(6")
¢
Damit erhilt man auch sofort eine Formel fiir Matrixelemente eines Operators A({c},¢;}):
(BlA({ci.cih)lw) =A({97, yi}) exp(} 97 vi)

wobei man anechmen muf}, daf} alle Erzeuger links von den Vernichtern stehen. Diese Form der Ordnung heif3t
Normalordnung. Schon aus der Definition der kohirenten Zustéinde ist klar, daf} sie keine Zustinde mit fester
Teilchenzahl sind. Der Erwartungswert von n; = cjc; ist durch ¢;¢; gegeben, die Gesamtteilchenzahl ist also
N =Y, ¢*¢,. Fir die quadratische Abweichung erhilt man

OIR-FPI9) .«
DR A

Die relative Abweichung der Teilchenzahl von ihrem Mittelwert ist also o< N~
dynamischen Limes.

1/2 und verschwindet im thermo-

1.6.2 Grassmannalgebra

Wir haben gesehen, dal man mit den kohérenten Zusténden fiir Bosonen gut rechnen kann und werden von die-
sen Zustdnden in Zukunft sehr viel Gebrauch machen. Es wire also niitzlich, ein entsprechendes Konzept auch
fiir Fermionen zu haben. Wir haben schon gesehen, dafl aufgrund der Vertauschungsrelationen fiir fermionische
Vernichter deren Eigenwerte beim Vertauschen ein Vorzeichen erzeugen. Sie konnen also keine gewohnlichen
Zahlen sein. Man nennt solche GréBen Grassmannvariable. Fiir sie lassen sich alle Rechenoperationen defi-
nieren, sie bilden eine Grassmannalgebra. Wir werden in diesem Unterabschnitt die wichtigsten Rechenregeln
fiir diese GroBen kennenlernen. Die Grassmannalgebra wird von einer Menge {&;,i = 1,...,N} von Erzeugern
aufgespannt. Die fundamentale Regel ist

&i€j+&6i=0
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16 1 Wechselwirkende Fermionen und Bosonen

und damit
5;‘2 =0

Wir werden im folgenden eine erweiterte Grassmannalgebra benutzen, die von den Erzeugern {&;, &
1,...,N} gebildet wird. Der * ist dabei eine symbolische Operation, fiir die die Regeln

(&) =&

* 2 __
il =

(&i&))" =86

gelten. Als nichstes betrachten wir Funktionen der &; und &;*. Dies sind einfach Polynome der &; und &;*, wobei
in jedem Monom ein Faktor &; natiirlich nur einmal vorkommen kann, da sein Quadrat verschwindet. Bekannte
analytische Funktionen definieren wir durch ihre Taylorentwicklung. So gilt zum Beispiel exp(&;) = 1 4 &;. Hat
man Funktionen definiert, so kann man als néchstes Ableitungen dieser Funktionen definieren. Es gilt

9
d&i

Hat man ein Produkt von mehreren Grassmannvariablen, so muf3 der Faktor, nach dem abgeleitet wird, zun4chst
bis zu der Ableitung nach vorne getauscht werden. Es gilt also zum Beispiel

&i=1

TG = (-5 EE) = -G

§ &

Wird ein Ausdruck abgelitten, in dem die Variable, nach der abgelitten wird, nicht vorkommt, dann verschwin-
det die Ableitung. Im iibrigen gelten die gewohnten Produktregeln bis auf die Vorzeichen, die vom Vertauschen
der Variablen herriihren. Ableitungen untereinander antivertauschen ebenso wie die Variablen selbst:

29 _ 99

9§ d&;  9&; G
Als néchstes definieren wir Integrale iiber Grassmannfelder. Natiirlich gibt es kein Integral, das einem Rie-
mannintegral analog wire. Das Integral tiber Grassmannfelder ist eine lineare Abbildung, die die gleichen
Eigenschaften wie ein gewohnliches Integral iiber Funktionen hat, die im Unendlichen verschwinden, wobei
das Integral iiber ein totales Differential verschwindet. Das bedeutet, dal das Integral iiber 1 verschwindet, da
1 die Ableitung von & nach & ist. & selbst ist keine Ableitung. Das Integral iiber & kann frei definiert werden.
Die iibliche Konvention ist

/ﬁg1:o

/%5:1

Das gleiche gilt fiir die GroBen &F. Zu beachten ist, daB die Variable, iiber die integriert wird, immer vorne
stehen muf3. Betrachten wir als Beispiel eine Funktion

f(&1,8) =ao+ai1&i +axbs +ani&

Es gilt
/d§2f(§1’ &) =ay—ané
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1.6 Kohirente Zustiande 17

und damit weiter

/déldizf(ﬁl,éz) = —an

aber

/dizd&f@h@z) =ap

Die Ausdriicke d&; antivertauschen also ebenso wie die Variablen &; selbst. Mit diesen Definitionen kann man
alle Integrale sofort berechen. Es gilt zum Beispiel

[ dgagexp(-£") = [agagr(1-ggn) =1

Als letztes definieren wir ein Skalarprodukt fiir Funktionen von Grassmannvariablen. Seien f und g Funktionen
von &1, ..., Ey, dann sei

(f1e) = [ DIElexp(~ LEE)S (Err- o En)elE - &)

mit

plg] = [ @& d&)

Mit Hilfe der Grassmannvariablen sind wir in der Lage, kohédrente Zusténde fiir Fermionen zu konstruieren.

1.6.3 Koharente Zustande fiir Fermionen

Zunidchst miissen wir erklédren, wie die Grassmannvariablen mit den Erzeugern und Vernichtern fiir die Fermio-
nen vertauschen. Es ist natiirlich anzunehmen, dafl

[ei Sl = [ei &jl+ = [ei 6]+ = [}, &1+ =0

fiir alle i, j. Als Ansatz fiir den kohérenten Zustand nehmen wir

|E) = exp( Zél )|vak.) H(l—él 1) |vak.)

Der zweite Ausdruck ergibt sich aus dem ersten, wenn man beachtet, daB alle Ausdriicke derForm &;c] mit-
einander vertauschen, so da3 man die Exponentialfunktion in ein Produkt einzelner Exponentialfunktionen
zerlegen kann. Auch jeder Vernichter ¢; vertauscht mit &;c} sofern i # j. Fiir i = j gilt

Ci ,'CT:— ,'C,‘CT:— i l—CTC,'
i i i

Damit erhilt man
cil) = &l&)

Wendet man einen Erzeuger auf einen kohédrenten Zustand an, so ergibt sich

cil§) = C?(l—iicﬁ)l_;l( —&jcj)lvak.)
J#i
= cHl—él )|vak.)
J#

)
= 55 (-G - geivak)

— 1)
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18 1 Wechselwirkende Fermionen und Bosonen

Fiir das Skalarprodukt zweier kohirenter Zustdnde gilt

(€12 = (| TTO — )1~ &eplvak) = TT0+ &) = oL %)

1

Als nichstes wollen wir die Vollstindigkeitsbeziehung

| Plelew(- L& ele e

zeigen. Wir definieren dazu

E= [ DlElexp(- L&'E)IE)

und zeigen, daf3

(itye s in|E| 1y s gm) = (s esinlfts ooy jm) (1.11)
gilt. Zunéchst hat man

(i1y..yin|&) = (vak.lcy, ...c;,|E) =&, ... &,
und damit

(il Eljts ) = [ DIE] [10-&8)8. & &,

Nun gilt
Y

[ d&ras-gE)E =0
[dgrag-geg -
[dgrag1-ge) =1

Daher erhilt man nur dann einen Beitrag, wenn n = m gilt und {ij,...,i,} = {J1,..., jm}. Wenn diese Bedin-
gung erfiillt ist, muB man die &;, nur so permutieren, daB ihre Reihenfolge mit der der § 7, ibereinstimmt. Das
Ergebnis ist gerade ein Vorzeichen, dal man auch bei der Berechnung des Skalarpodukts in (1.11) erhilt. Damit
ist die Vollstindigkeit gezeigt. Aus der Vollstindigkeit ergibt sich sofort

TeA = [ DlEJexp(~ L&/ &) (~EIAIE)

wobei das Vorzeichen in (—&| daher kommt, daB man beim Vertauschen von |£) mit (£ fiir jede Grassmannva-
riable ein Vorzeichen bekommt. (Beispiele: Trl = 2N, Trclci = 2N=1 fiir ein System mit N Einteilchenzustin-
den). Aus der Vollstiandigkeit ergibt sich weiter

= [ Dlelexp(- L&EN-EINE)

und wir konnen den Ausdruck
F(E7) == (=Elf)

wie im bosonischen Fall als die kohdrente Darstellung eines Zustands |f) definieren. Man erhilt

(=Eleilf) = (<f| cil=&))
= <| &)
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1.6 Kohirente Zustiande 19

und analog
(=Eleilf) =& f(E7)

Die Erzeuger ¢ und Vernichter ¢; fiir Fermionen lauten in der kohidrenten Darstellung also & und a‘g*. Die

Vertauschungsrelationen sind erfiillt. Wie im bosonischen Fall sind die Matrixelemente eines normalgeordneten
Operators (Erzeuger stehen links von Vernichtern) A({c],¢;}) durch

(ElA{ci,eih)lx) =ARE" 215 1x)

gegeben. Allerdings ist zu beachten, dafl etwa der Erwartungswert der Teilchenzahl in einem kohérenten Zu-
stand damit durch }; 7 &; gegeben ist und also keine reelle Zahl ist. Im Gegensatz zu den bosonischen kohéren-
ten Zustinden, die Elemente des Fockraums sind, sind fermionische kohédrente Zustinde keine Elemente des
Fockraums. Wihrend man also zum Beispiel den Grundzustand eines Systems von Bosonen durch kohirente
Zustinde ausdriicken kann, ist dies fiir Fermionen nicht moglich. Trotzdem ist es niitzlich, mit diesen Zustédnden
zu arbeiten.

Zusammenfassung: Koharente Zustande

|¢) bezeichnet im folgenden fermionische oder bosonische kohirente Zustéinde. Wie schon weiter oben gilt
¢ =1 fiir Bosonen und { = —1 fiir Fermionen.

cil9) = 9i9): (1.12)
L9

cilo) = 8¢,~|¢> (1.13)
(wlo) =exp(} vi'9) (1.14)
[ Dlolexp(~ ¥ o1 9l0) (0] =1 (115
TrA = [ DloJexp(— X 676)(C01Al9) (116
1) = [ Dlglexp(= ¥ 6:0)(Co11)10) (117)
F0") = (Lolf) (118)

d P
=g =0 (1.19)
(lA{ci,cih)lw) =A{97, wi) exp(} 07" wi) (1.20)

Die letzte Formel gilt fiir normalgeordnete Operatoren.
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20 1 Wechselwirkende Fermionen und Bosonen

1.7 GauBintegrale

Wir werden im folgende immer wieder GauBlintegrale mit komplexen Variablen und auch mit Grassmannvaria-
blen benétigen. Fiir kompexe Variable gilt

/ exp Z¢z l]¢] + Zzz ¢l + Zzlq)z detH exp Zzl l]Z] (121)
wobei H = (h;;) eine Matrix mit einem positiven hermiteschen Anteil ist. Fiir Grassmannvariable gilt analog

/ Jexp( Zg hl/é] "‘Z%z §1+ZXI = [detH]exp Z%z )L/‘Xj) (1.22)

Diese beiden Beziehungen wollen wir kurz herleiten.

Zunichst fiir komplexe Variable: Wenn H einen positiven hermiteschen Anteil hat, ist die Inverse H~! de-
finiert. Man kann neue Integationsvariable y; = ¢; — Y ;(H -1y, ;z; einfithren. Das entspricht einer iiblichen
quadratischen Ergiinzung. Die linke Seite von (1.21) wird

/ exp Z l//z ijYj+ ZZL t]ZJ

Als nichstes kann man H mit Hilfe einer unitdren Transformation diagonalisieren. Sei U die unitidre Transfor-
mation, die das leistet. Dann sei ¢; = Y. ;(U ~1);jy;. Damit gilt

Z Yy = Zhi(Pi*(Pi
i,j i

wobei #; die Eigenwerte von H sind. Nun gilt

dRG;dS ; |
/TeXP(—hid’i ¢i) = .

Damit erhilt man das gewiinschte Resultat.

Fiir Grassmannvariable kann man ebenso vorgehen. Allerdings ist zu beachten, dal wir bisher noch nicht
wissen, wie man fiir Grassmannvariable eine Variablentransformation in einem Integral durchfiihrt. Betrachten
wir also ein Integral der Form

JEGHCRR-N=Y

und fiihren eine Transformation & =Y ;u;n;, § =Y ; u;;Mn; durch. In dem Integral iiber & trigt nur der Term
von f bei, in dem jede Grassmannvariable genau einmal als Faktor vorkommt. Bezeichnen wir diesen Term mit
SoIL: &i& . fo ist dann der Wert des Integrals. Als nichstes berechnen wir

[ P& )& ), & (). = fo [ Dln] [ )

Die rechte Seite kann ausmultipliziert werden. Das ergibt

fo/D 12 [Twirnruipny

PP i

Bringt man alle Faktoren in die richtige Reihenfolge, dann kann man das Integral ausrechnen und erhalt
fo X (1P [Tuir (=1 TTuip, = fodetU dett" = fy
P i P i

Man sieht also, dal man die Variablentransformation wie im Fall der komplexen Variablen durchfiihren kann.
Fiir das GauBintegral erhilt man am Ende

/dn*dnzexp —h; in; nz) = z

Damit ist (1.22) gezeigt.
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1.8 Funktional-Integral Darstellung

Wir betrachten im folgenden ein System von Teilchen mit einer typischen Wechselwirkung. Der Hamiltonope-
rator hat die Form
H= Zz—:,c ci+ Z V,,klcc CiCx
i,j,k,0

Typischerweise wird der Einteilchenanteil die kinetische Energie und eventuell ein Potential enthalten. Wir
haben angenommen, dal} er diagonalisiert werden kann und haben als Basis diejenige gewihlt, in der der Ein-
teilchenanteil diagonal ist. Wir nehmen an, dafl wir es mit einem endlichen (aber groen) System zu tun haben,
so dal} die Einteilchenenergien &; diskret sind. Typischerweise interessieren bei einem solchen System Erwar-
tungswerte von Operatoren A = A({c],¢;}). Sie werden bei endlichen Temperaturen durch

(A({ci,ei})) =27 Tr[A({c], i} exp(~B (A — uN))]
berechnet, wobei B = 1/T die inverse Temperatur ist, 4 das chemische Potential und
Z = Trexp(—B(H - uN))

die groBkanonische Zustandssumme. Die Spuren werden iiber den gesamten Fockraum genommen. Wir wer-
den solche Spuren jetzt mit Hilfe der kohdrenten Zustinde berechnen. Dabei berechnen wir zunichst nur die
Zustandssumme, aus der man weitere thermodynamische Grofen iiber die thermodynamischen Beziehungen
erhilt. Es gilt

Z~ [ Diglexp(~ X0/ (Colexp(~B(H — uft))|)

Das Problem besteht nun darin, daB zwar A und N normalgeordnet sind, nicht aber exp(— B (H — uN)). Fiir ein
kleines € gilt aber

exp(—e(H — ulN)) =: exp(—e(H — ulN)) : +0(&?)

Dabei bedeutet : . :, daB dieser Ausdruck normalgeordnet ist. Um das zu sehen, entwickelt man die Exponen-
tialfunktion auf beiden Seiten. Links tauchen in O(&?) Terme auf, die nicht normalgeordnet sind. Als niichstes
schreiben wir

i M

exp(—B(H —uN)) = |exp(— (H — uN))

Wir werden im folgenden M hinreichend groB wihlen, so daB /M klein wird. Dann ist der Term in der
Klammer bis auf einen kleinen Fehler normalgeordnet. Damit erhilt man

2= | Dlolexp(— X000 £0 lexpl—y (). exp(— (1~ )0}

wobei in dem Erwartungswert jetzt M Faktoren auftreten. Wir konnen nun zwischen jede zwei Faktoren eine 1
schieben, die wir in der Form

| Plolew (=L o o0l0)(01 =1

schreiben. Um das zu tun, miissen wir unsere Notation etwas dndern. Da es insgesamt M Faktoren gibt, be-
ndtigen wir M kohdrente Zustdnde. Wir bezeichnen sie mit |¢y), k = 1,...,M. Die Variablen, von denen |¢y)
abhiingt, bezeichnen wir mit ¢; ;. Der vordere Index nummeriert die Einteilchenzustéinde, der hintere die koh-
renten Zustidnde. D[@] bezeichnet das Integral iiber alle Variable ¢;; und ¢;,. AuBerdem fiihre ich ¢g = {Pu
ein. Damit erhélt man '

“ ;
2= [ Dlolexn(~ X 0ixtua) [(0-1lexp(— g (A~ i)l

i=1
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In diesem Ausdruck kann man jetzt bis auf einen Fehler der Ordnung O(M~2) die Formel (1.20) benutzen. Das
liefert

7= 1im [ Dig]exp(~Suld) (1.23)
- « [ Oik— Pik—1 .
ulol=¢eY |) 0% e — Uik ) +H{ % Pik—1}) (1.24)
=1 |7

mit € = /M. Haufig fiihrt man im Limes M — oo eine Funktion ¢;(7) ein, wobei ¢; , = ¢;(€k) gilt. Damit

Gk — Pin1 _ Gi(€k) — di(ek—&) a¢z( )

€ € T

M B
ey —>/ dt
k=1 0
und

sio) = | a (Z@ ~ o >+H<{¢,-*<r>,¢,-<r>}>> (1.25)

Z= D ) 1.26
o DlOlexp(=S(0]) (1.26)

Diese Ausdriicke sind sogenannte Funktionalintegrale. Man kann mit ihnen zum Teil recht bequem rechnen,
sollte sich aber dariiber im klaren sein, dal mit (1.26), (1.25) immer die Limites der Ausdriicke in (1.23),
(1.24) gemeint sind. Das Problem besteht jetzt also darin, die entsprechenden Integrale zu 16sen. Wir betrachten
zundchst ein einfaches Beispiel.

1.9 Das freie System

In einem System ohne Wechselwirkung ist
= Z giclei
i
Damit gilt

M . J— .
=€), ) 0% (W + (& — H)¢i,k1>
k=1 i

und das Integral in (1.23) ist ein GauBintegral. Es lautet

zZ = A}linw D[¢]exp (‘8 ZZ‘M( —die +( i—ﬂ)(l)i,k—l))
= lim H/D[¢,~] exp (—g Z o7, <¢”‘_¢lk1 + (g —N)¢ik—1>>
M=o k=1 € ’

o (i)-¢
Al{l;nWI;I[detS ]

wobei S() die Matrix

1 0 —Ca
—a 1 0 0
§l) _ 0 —a 1
0 —a 0
0 1
0 —a 1
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mit
P e

a=1-—

Der Eintrag —{a in der rechten oberen Ecke riihrt von der Bedingung ¢; o = {¢; s her. Entwickelt man die
Determinante von S\ nach der ersten Zeile, so erhilt man

Jim dets® = lim [1+(=1)"¢(~a)"]
. Blei—u)\”
- A}IL“W[“CO‘M) ]

— 1 —Lexp(—Ble—p))

Fiir die Zustandssumme erhélt man damit
Z =101~ Gexp(—B(ei—u))~°
i

Das ist das bekannte Resultat fiir freie Fermionen oder Bosonen. Hieraus kann man sofort die Formeln fiir die
entsprechenden Besetzungszahlen

1dnZ B 1
B de  exp(B(ei—p))—¢
und alle weiteren bekannten Resultate fiir das freie System herleiten (siehe z.B. L.D. Landau, E.M. Lifschitz,

Lehrbuch der Theoretischen Physik V, Statistische Physik, Kapitel V).
Fiir spétere Rechnungen ist es niitzlich, das letzte Resultat noch einmal genauer anzusehen. Die Identitét

{cjci) =ni=—

_l&an
B de

(cici) =

erhilt man durch das Ableiten der Zustandssumme Trexp(— B (H— uN)), wobei die Operatoren durch Erzeuger
und Vernichter dargestellt werde. Man kann natiirlich diese Ableitung auch in der Darstellung

= lim [ D[¢]exp (—szz(plk(‘Pz — Qi1 +( i—.li)(l)i,k—l))

M—oo
vornehmen. Das ergibt

0Z )
— = lim [ D[¢
dg M-

—€ Z O Pi k— 1] exp (—8 ZZ‘Pz ( — P (Ei—ﬂ)¢i,k1>)

B
_[139;;2 _ ; /O dT(¢7 (1) gi(T—0F))

Dabei deutet —0" im Argument von ¢ an, daB das Argument von ¢ infinitesimal kleiner ist als das Argument
von ¢*. Das wird spiter wichtig sein, da wir sehen werden, da} der Erwartungswert (¢;*(7)¢;(7’)) bei T = 7/
eine Sprungstelle hat.

Wir sehen an dieser Stelle das folgende: Wihrend der Erwartungswert der Teilchenzahl fiir Fermionen in
einem kohidrenten Zustand durch ¢ ¢; gegeben war und damit keine reelle GroBe darstellt, konnen wir hier
iber die Darstellung der Zustandssumme durch kohirente Zustinde sehr wohl Erwartungswerte berechnen.

Generell werden wir spiter auch Erwartunsgwerte von dem Typ

(0 (v)9,(7)
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oder auch Ausdriicke mit mehr Feldern bendtigen. Solche GroBen konnen wir ausrechnen, indem wir eine
erzeugende Funktion benutzen. Wir definieren

. u o [ Oik— Pix—1 u . .
(" J) = /D[¢]6XP <—€ Y Y oi <£ + (& — H)%kl) +) Z(Ji7k¢i7k+‘]i7k¢i,k)>
k=1 i

k=11

Damit gilt dann

i1 0%Zy (J*,J)

(0/49j1) = 7o 37908 (1.27)

J=J*=0
und im Limes M — oo

((r-7) 82(")) _
Z S@sn)|,_

C(t—1)8%InZ(J*,J)

(07 (1)9;(7)) = 8J;(1)8Ji(7)

J=J*=0

Z(J",J) = lim Zy(J",J)

An dieser Stelle sind einige Bemerkungen notig. Zunichst ist klar, da} fiir Fermionen die J;; und J;, auch
wieder Grassmannvariable sind. Zudem ist wichtig, in welcher Reihenfolge beim Ableiten die Variablen stehen.
Der Ausdruck exp(—€Y 4., ...) ist eigentlich ein Produkt, in dem die Faktoren mit kleinem k vorne stehen. Ist
in (1.27) I < k, dann tritt beim Ableiten der Faktor ¢, nach dem Faktor ¢;; auf. Die beiden Faktoren miissen
vertauscht werden. Fiir Fermionen tritt dabei ein Vorzeichen auf. Ist dagegen [ > k tritt dieser Faktor nicht auf.
Gk ist € fiir k > [ und 1 sonst. Entsprechend gilt {(t—1') = { fir T > 7/ und {(7 — 7’) = 1 sonst. Natiirlich
lassen sich auch Erwartungswerte mit mehr als zwei Feldern auf diese Weise berechnen. Fiir das freie System
kann man Zy,(J*,J) einfach berechnen, es handelt sich um ein Gauflintegral. Zunichst gilt

=[12";.%)

mit

i

M—soo

M O
200 4) = Jim wm%%zm@“f“< o) + Zwmuﬂﬁ
k=1

Dieses Integral hat die Form
/ exp( Z ¢szkl¢ll+Z k¢tk+-]zk¢zk)>
kl=1
Es ergibt

[det ™)~ exp(
k

J} (S(i)il)k,l‘]i,l)
1

”\Tl‘ﬂi

Man erhilt also

M
Zu(J*,J) = Zu ] Jexp( Z SO eidin)
i =1
und damit

Gri 2 Zu(J*,J)
Zy 9T;,00ix

= §u6 (SO

<¢ifk¢j,l> =

J=J*=0
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In der zweiten Zeile steht {; ;. Der Grund dafiir ist, daf erst nach J; x, dann nach J;; abgelitten wird, die beiden
Faktoren aber in der umgekehrten Reihenfolge in dem Produkt stehen. Daher tritt zusitzlich zu i ; noch ein
Faktor ¢ auf und es gilt { ;¢ = {; ;. Die inverse Matrix ist

LMl ogaM Ca
a 1 CaM! Ca?
a? a 1 ¢a?
2
gl-1_ 1 a “
1—CaM : >
aM73 CaMfz
M2 M3 1 CaM!
M1 M2 M3 e a 1

mita=1-— %(6,' — ). Damit erhilt man

-k
(9:x9)0) = 5ivjlc_acaM

fiir / > kund
Mk

<¢ifk¢j,l> t/ 1— CaM

fiir [ < k. Bildet man den Limes M — oo, so ergibt sich
(07 (7);(")) = 61 jC exp(—(& — u)(r— 7)) (6(¢' — 7) + {mi)

Oben hatten wir gesehen, daf3

1B

= | avt9r @ae -0ty

B Jo

Das 146t sich sofort verifizieren, wenn man den Erwartungswert einsetzt.
gi(t— 1) = Cexp(—(& — u)(t—7))(6(7' — 1) + {mi)

wird Einteilchenpropagator genannt.
Erwartungswerte mit mehr als zwei Feldern lassen sich ebenso berechnen. Solche Erwartungswerte benoti-
gen wir im ndchsten Abschnitt. Um einen Ausdruck der Form

(0 (1) 95, (72) - 07, (7) 95, (7) 95,1 (T, 1) - 07, (71))
zu berechnen, mufl man die Ableitung

82" InZ(J*,J)

J=J*=0

berechnen. Wie oben berechnen wir die Ableitungen fiir endliches M und bilden hinterher den Limes M — oo,
Leitet man zuerst nach den J; (') ab, so bekommt man fiir jede dieser Ableitungen einen Faktor ¥, J7 (S D=1y,
Die Ableitungen nach J;, miissen auf diese Faktoren wirken, da alle anderen Beitrige verschwinden, wenn man
am Ende J = J* = 0 setzt. Das bedeutet, dad man in diesen Ausdriicken immer ein J;; und ein J:k zusammen-

fassen kann und dafiir einen entsprechenden Beitrag &; ;(S (-1 )k, erhilt. Das gilt natiirlich entsprechend auch
fiir die ¢;", und ¢; ;. Man findet also

(97 (T1) 05 (72) - 071 (%) 95, (1)) 1 (Tm) - 05, (1))
_ZCPH ¢lk T (PJPk)(TP( ))

Dieser Zusammenhang wird hdufig als Wicksches Theorem bezeichnet, er ergibt sich hier sofort aus der Form
des Gaussintegrals fiir Z(J*,J).
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1.10 Stérungstheorie

Die Resultate fiir das nicht-wechselwirkende System lassen sich nun beniitzen, um recht iibersichtliche Aus-
driicke fiir die storungstheoretische Behandlung des wechselwirkenden Systems zu bekommen. Wir betrachten
zunichst die Storungsentwicklung fiir die Zustandssumme. Storungsentwicklungen fiir Korrelationsfunktionen
konnen mit Hilfe des Formalismus spiter leicht berechnet werden. Die Zustandsumme des wechselwirkenden
Systems kann in der Form

L L Pk —Dik1 _ d "
Z = lim [ D[¢]exp —82 O | —————+(&—1)Pix1 —SZV({‘Pi,kaﬁbi,k})
k=1 k=1

M—so00 E
M
= A}im Zom <exp (—8 Z V({¢ifk’¢i7k})> >
e k=1 o.M

= z(ew (- [ awter@.0mn) ) |

geschrieben werden, wobei sich der Index O bei Zy und dem Erwartungswert auf das nicht-wechselwirkende
System bezieht. V({9 (7), ¢;(7)}) ist eine allgemeine Wechselwirkung. Physikalisch sinnvolle Ansitze wiren
zum Beispiel eine Coulombwechselwirkung oder dhnliche zwei-Teilchen Wechselwirkungen. Eine Storungs-
entwicklung erhilt man, indem man die Exponentialfunktion im Erwartungswert in einer Potenzreihe entwi-

ckelt.
: o (1) (B :
<exp<—/0 dTV({¢,-*(1:),¢i('c)})>>O _ Zo(nl!) /O drl.../o ds,
(Vo (71), 0i(t1)}) - - VO (Tn), 0:(Ta) }))g

Fiir eine konkrete Form der Wechselwirkung hat man auf der rechten Seite Erwartungswerte von Produkten
von Operatoren stehen, die man berechnen mit Hilfe des Wickschen Theorems berechnen kann.

Obwohl man die Stérungsentwicklung im Prinzip mit beliebigen Wechselwirkungen durchfiihren kann, be-
schrianken wir uns im folgenden auf den wichtigsten Fall einer Zweitteilchenwechselwirkung

V({9; (7),0:(1)}) :% Y. Vijki97 (0)9; () dr()9(7)

i1j7kvl

Ich nehme im folgenden an, daB V; ;;; in den forderen beiden und in den hinteren beiden Indizes entweder
symmetrisch oder antisymmetrisch ist, je nachdem ob die Teilchen Bosonen oder Fermionen sind. Der n-te
Term in der Entwicklung von der Form

Ly : :
( 1)‘ Y o Y Vi /0 dr ... /0 a4, (97 ()97 (1), (1) (1) .

2"n! i1 jik1 1 injnknly ™M
‘P;;(Tn)¢;n(Tn)‘f’ln(fn)‘])kn(TH»

Der Erwartungswert in der Summe zerfillt wieder in eine Summe von Produkten der Form (¢*¢). Man faBt
dabei in dem Erwartungswert jeweils ein ¢* und ein ¢ zu einem Paar zusammen. Dies wird eine Kontraktion
genannt. Dann wird iiber alle vollstindigen Sitze von Kontraktionen summiert. Jede Kontraktion (¢, (7)¢;(7'))
liefert einen Faktor &; jg;(7 — 7’). Die gesammte Summe kann iibersichtlicher in graphischer Form dargestellt
werden. Diese Darstellung geht auf Feynman zuriick, man bezeichnet solche Diagramme als Feynmandiagram-
me. Es gibt unterschiedliche Méglichkeiten, Feynmandiagramme einzufiihren. Ich beschrinke mich auf eine
Variante, weitere findet man in den angegebenen Lehrbiichern.

Ein Matrixelement V; ; ;; wird als ein Punkt dargestellt, von dem vier Linien ausgehen. Jede Linie erhilt
einen Index i, j, k, oder [. Die Linien mit den Indizes i und j, die den Erzeugungsoperatoren entsprechen,
werden mit einem Pfeil gekennzeichnet, der von dem Punkt weg zeigt (auslaufende Linie). Die anderen beiden

Copyright (©)2014ff Andreas Mielke




1.11 Frequenz und Impulsdarstellung 27

Linien erhalten einen Pfeil, der zu dem Punkt hin zeigt (einlaufende Linie). Ein Term n-ter Ordnung besteht
aus n solchen Punkten. Die Linien werden nun verbunden, und zwar so, daf} eine Linie immer von einem
Punkt zu einem anderen lduft. Jeder Vertex erhilt einen Index 7. Jede Linie erhilt einen Index i. Sie entspricht
einem Faktor (¢ (7)¢;(7")) = gi(t —7'), wobei 7 und 7’ die Indizes an den beiden Vertices sind. Jetzt ist noch
zu beachten, daf} unterschiedliche vollstindige Sdtze von Kontraktionen zu dem gleichen Diagramm fiihren.
Sie unterscheiden sich die Reihenfolge der 7 Indizes an den Vertices. Da iiber alle 7 integriert wird, ist die
Reihenfolge aber unerheblich. Alle diese vollstindigen Sétze von Kontraktionen liefern den gleichen Beitrag.
Thre Anzahl bezeichnet man als Symmtriefaktor des Diagramms. Damit erhélt man die folgenden Regeln fiir
das Zeichnen der Diagramme und das Berechnen der Beitrige:

1. Zeichne alle verschiedenen Diagramme aus n Vertices und Linien zwischen diesen Vertices, wobei die
Linien mit einem Pfeil versehen werden, der von einem Vertex zum anderen zeigt. An jedem Vertex kom-
men zwei Linien an, von jedem Vertex gehen zwei Linien aus. Zwei Diagramme sind verschieden, wenn
es keine Permutation der Vertices gibt, die das eine Diagramm in das andere iiberfiihrt. (Die Diagramme
sind mathematisch gesprochen verschiedene gerichtete Graphen, wobei zu beachten ist, das eine Linie
auch einen Vertex mit sich selbst verbinden darf.)

2. Berechne den Symmetriefaktor S des Diagramms. Dazu erhilt jeder Vertex einen Index 7. S ist die Anzahl
der Permutationen der Indizes 7, die das Diagramm in sich selbst iiberfiihrt.

3. Jede Linie erhilt erhilt einen Index i. Fiir jede Linie wird ein Faktor g;(t — 7’) hingeschrieben, wobei T
der Index des Vertex ist, zu dem die Linie l4uft, und 7’ der, von dem sie ausgeht.

4. Fir jeden Vertex erhilt man einen Faktor V; ; ;, wobei i und j die Indizes der einlaufenden, k und / die
Indizes der auslaufenden Linien sind.

5. Summiere iiber alle Indizes der Linien, integriere iiber alle Indizes 7 der Vertices von 0 bis f3.

6. Multipliziere das Resultat mit einem Faktor

(1yen

2ne§
Dabei ist S der Symmetriefaktor. n, ist die Anzahl von Paaren equivalenter Linien. Zwei Linien sind
equivalent, wenn die vom gleichen Vertex ausgehen und zum gleichen Vertex hinlaufen. ny ist die Anzahl
der Schleifen in dem Diagramm.

7. Addition aller dieser Beitrége liefert den Beitrag n-ter Ordnung zu Z/Z.

Es ist instruktiv, sich diese Regeln an einer Reihe von Beispielen zu verdeutlichen. Bei der Durchfiihrung
fillt auf, daB sich die Rechnung vereinfachen 146t, wenn man In(Z/Z) berechnet. Hierbei treten dann nur
noch zusammenhingende Diagramme auf. Dieses Faktum wird meist als Linked Cluster Theorem bezeichnet.
Es kann auf unterschiedliche Weisen hergeleitet werden. Die direkte Herleitung besteht darin, den Ausdruck
exp(Summe aller zusammenhingenden Diagramme) zu entwickeln und zu zeigen, daB dies gerade die Summe
aller Diagramme liefert, also Z/Zj.

1.11 Frequenz und Impulsdarstellung

In den meisten Fillen ist es moglich, die oben angegebenen Summen und Integrale im Impulsraum und im
Frequenzraum durchzufiihren. Dies funktioniert immer dann, wenn das System translationsinvariant ist. Fiir
ein translationsinvariantes System sind ebene Wellen V~!'/2exp(ikx) eine geeignete Einteilchenbasis. Dabei
ist V das Volumen des Systems. Der Einfachheit halber sind periodische Randbedingungen angenommen. Die
Einteilchenenergien sind &. Fiir ein System, bei dem der Einteilchenanteil nur die kinetische Energie enthilt,
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ist & = k?/(2m). Fiir einen Festkorper kann man zum Beispiel ein Gittermodell zugrunde legen, dann ist &
durch die Dispersionsrelation des Gitters gegeben. Wegen der Impulserhaltung gilt

-1
Vinkoksks <V Ok, ks k3-+ks

In der Variablen 7 sind die Funktionen ¢ und ¢* entweder periodisch (Bosonen) oder antiperiodisch (Fer-
mionen). Daher gilt

a(t—1) =5l Zexp —iw,(t—17))gr(o,)
mit

B
&) = /0dTeXp(i(wn—(ek—u))f)[G(T)(l+an)+C9(—f)nk]

(& — ) —io,

27n

Fiir Bosonen gilt », = 5 fiir Fermionen @, = (anl)

Es gilt exp(iB®,) = . Analog zur Impulserhaltung
hat man an jedem Vertex einen Faktor d,, + 0y Opy +0,,» WODCH @, und 0y, zu den ¢* gehdren, @y, und @, zu
den ¢. Die Regeln fiir die Diagramme lauten in dieser Darstellung wie folgt:

1. wie oben.
2. wie oben.

3. Jeder Linie wird ein Index k zugeordnet. Dabei ist die Impulserhaltung zu beriicksichtigen. In einem Dia-
gramm mit m Vertices kann man m 4 1 Werte £ fiir die Linien unabhéingig wahlen, die anderen sind iiber
die Impulserhaltung fixiert. Ebenso wird jeder Linie ein Frequenzindex zugeordnet. Auch hier konnen fiir
Diagramme mit m Vertices m + 1 Werte fiir @ frei gewihlt werden, die anderen sind wegen der Faktoren
Ow,, +@,,,0,,+a,, an den Vertices fixiert. Fiir jede Linie erhdlt man einen Faktor g, (). Fiir Linien, die an
dem gleichen Vertex beginnen und enden, wird ein zusitzlicher Faktor exp(i®,n) hinzugefiigt.

4. Fiir jeden Vertex wird ein Faktor Vi ik, hinzugefiigt. Da die Impulserhaltung schon beriicksichtigt ist,
kann der Faktor O, , k;+k, Weggelassen werden.

5. Summiere iiber alle k (oder V (27r)~¢ [ d%k) und summiere iiber alle @,.
6. Multipliziere zusitzlich mit einem Faktor S, wobei m die Zahl der Vertices ist.

Da jeder Vertex einen Faktor 1/V und jede k-Summe einen Faktor V, enthilt ein Diagramm einen Faktor V",
wobei n. die Anzahl der verbundenen Komponenten des Diagramms ist. Wegen des Linked Cluster Theorems
ist also In(Z/Zy) als Summe aller verbundenen Diagramme o V. Da der Logarithmus der grokanonische Zu-
standssumme (bis auf einen Faktor —1/) das groBkanonische Potential liefert, muB diese GroBe auch extensiv
sein.

1.12 Berechnung von Greenschen Funktionen

Generell kann man Greensche Funktionen mit Hilfe einer Erzeugenden berechnen. Wir hatten dies schon aus-
fiihrlich am Beispiel des nicht-wechselwirkenden Systems gesehen. Fiir das wechselwirkende System kann die
Erzeugende ganz genauso definiert werden

6w = 5 D[mexp( [z [m ~W)hlr >+H<{¢,~*<r>,¢,-<r>}>]>
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B
<exp (— / drzmr)w)+¢i*<r>fi<r>1)
B
- <exp (— / drzwf(r)mr)+¢i*<r>1i<r>]>>

Hierbei ist (A) der Erwartungswert von A im wechselwirkenden System. Die Greenschen Funktionen konnen
nun durch Ableitungen von G(J*,J) berechnet werden. Dies gilt natiirlich noch ganz allgemein. Wir wollen
im folgenden die Rechnung wie im Fall der Zustandsumme stérungstheoretisch durchfiihren. Wir beginnen mit
dem einfachsten Fall:

Einteilchen-Propagatoren

Wir wollen jetzt storungstheortisch fiir das wechselwirkende System die Gréen

(0 (v)9,(7)

berechnen. Da bei der Berechnung des Erwartungswertes durch Z dividiert wird, treten in einer diagrammati-
schen Darstellung nur verbundene Diagramme auf. Analog zu oben erhilt man die folgenden Regeln:

1. Zeichne alle verschiedenen, verbundenen Diagramme mit 2 dufleren Linien und m Vertices. Eine der
duBeren Linien entspricht ¢*, sie endet an einem Vertex, die andere entspricht ¢, sie beginnt an einem
Vertex. Zwei Diagramme sind verschieden, wenn sie nicht durch eine Permutation von inneren Linien
und Vertices ineinander deformiert werden konnen. Fiir jedes dieser Diagramme wird der Beitrag wie
folgt berechnet:

2. Jeder Vertex erhilt einen inneren Index 7;. Jede innere Linie erhilt einen Index /. Analog zu oben schreibt
man fiir jede innere Linie einen Faktor g;(7; — 7/), wenn sie von dem Vertex mit Index 7; zu dem Vertex
mit Index 7/ lduft. Fiir die einlaufende Linie hat man einen Faktor g;(T — 7;), fiir die auslaufende einen
Faktor g;(7; — 7), wobei 7; jeweils der Index des Vertex ist, an dem diese Linie héingt. Fiir m = 0 hat man
nur einen Faktor g;(7 — 7).

3. Fiir jeden Vertex schreibt man einen Faktor V},;,1,,, wobei /1 und [, die Indizes der einlaufenden Linien,
I3 und l4 die Indizes der auslaufenden Linien sind.

4. Summiere iiber alle inneren Indizes /, integriere iiber alle inneren Indizes 7;.
5. Multipliziere das Resultat mit einem Faktor (—1)"{": wobei ny, die Zahl der Schleifen ist.

Im Gegensatz zu vorher tritt kein Symmetriefaktor S auf. Das liegt daran, daf} die du3eren Linien fest sind.

Erzeugende Funktion fiir verbundene Greensche Funktionen

Im nichsten Schritt werden wir Regeln zur Berechnung von hoheren Greenschen Funktionen aufstellen. Be-
trachten wir zunéchst als Beispiel einen Term der Form

(07, (11)9;,(72)95,(72) 95, (7))
In O-ter Ordnung erhélt man
(07 (1), (12) 85, ()95 (7))o = (9 (71)9, (71))0(@7, (72) 81, (72))o
= {0 (71)95,(12))0(@7 (12) 8, (71))o

Entwickelt man den urspriinglichen Ausdruck storungstheoretisch, so gibt es in dieser Entwicklung Terme, in
denen die Beitrige von der Wechselwirkung ausschlieflich in einem der Faktoren (¢*¢) auftreten. Es treten
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aber auch Terme auf, in denen Beitrige der Wechselwirkung in beiden Faktoren vorkommen. Die unterschied-
lichen Beitrdge lassen sich leicht auseinanderhalten, wenn man sie sich mit Hilfe der Feynmandiagramme auf-
malt. Die ersten Beitriige entsprechen Feynmandiagrammen, die in zwei Komponenten zerfallen, die zweiten
Beitridge entsprechen verbundenen Diagrammen. Es gilt

(971 (t1) 05 ()9, (1) 9, (7)) = (9 (1)), (1)) (97, )
(07 (T1) 95, (72)) (97, (72) 9, (77)
+ (07 (1) 0 (12) 95, (72) 9, (1))

Der Anteil (] (71)9;:(72)9;,(73) 9, (7]))c ist storungstheoretisch als Summe von allen verbundenen Diagram-
men gegeben, die anderen beiden Teile haben wir schon berechnet.

Genauso lassen sich Greensche Funktionen mit mehr als 4 Feldern berechnen. Man erhilt jeweils den zu-
sammenhingenden Anteil und Anteile, die sich als Produkte von Greenschen Funktionen mit weniger Feldern
schreiben lassen. Um die zusammenhingenden Greenschen Funktionen zu berechnen, ist es sinnvoll, eine er-
zeugende Funktion fiir diese Funktionen direkt herzuleiten. Ahnlich wie im Fall der Zustandsumme die Ent-
wicklung von In(Z/Zy) nur verbundene Diagramme enthilt, kann man zeigen, dal3

_

)
)

T) 0j, (Té

(
(
G

W(J*,J) =InG(J*,J)

nur verbundene Diagramme liefert. Die Herleitung kann man wieder direkt durchfiihren, indem man wie im Fall
der Zustandsumme zeigt, dal exp(Summe aller zusammenhéngenden Diagramme) die Summe aller Diagram-
me liefert. Einfacher ist die Verwendung des Replikatricks. Hier wird zunéchst iiberlegt, welche Diagramme
die Funktion G(J*,J)" fiir natiirliche Zahlen n liefert. Dazu fiihrt man einfach von jedem Feld ¢ und ¢* ge-
rade n Kopien ¢y und ¢, ein. Da in einer zusammenhéngenden Komponente immer Felder mit dem gleichen
Index o vorkommen konnen, da es ja keine Wechselwirkungen zwischen Feldern mit unterschiedlichen o gibt,
wird jedes Diagramm mit einem Faktor n"¢ multipliziert, wobei n. die Anzahl der Komponenten ist. In dieser
Entwicklung kann man von natiirlichen n auf reelle n fortsetzen und

d
W(J*,J) =lim —G(J*,J)"
n—0 dn
berechnen. Durch den Limes n — 0 fallen alle Terme weg, in denen # in einer Potenz groBer als 1 vorkommt,
also alle Terme mit nc > 1. Daher liefert W (J*,J) gerade die Diagramme mit nc = 1, das sind die verbundenen
Diagramme.

Effektives Potential, effektive Wirkung, ...

Es gibt auBer W (J*,J) eine ganze Reihe von weiteren erzeugenden Funktionen, die in etlichen Fillen niitzlich
sind. Sie alle hier zu erwdhnen wire an dieser Stelle wenig hilfreich. Ich erwihne hier kurz zwei weitere
Funktionen, die in der Literatur hdufig verwendet werden, und versuche zu erliutern, wofiir diese wichtig sind.
Zum Teil werden wir spiter in konkreten Anwendungen den Nutzen dieser Funktionen kennenlernen.

W (J*,J) spielt die Rolle eines thermodynamischen Potentials in Gegenwart von dufleren Quellen J* und J.
Eine solche GroBe ist vergleichbar mit der freien Energie eines Spinsystems in Gegenwart von einem dufleren
magnetischen Feld. Fiir ein Spinsystem definiert man

F(H):—;Trexp( BH({S;}) —H- Zs

Die Magnetisierung ist durch
JF(H)
JH

gegeben. In der klassischen statistischen Physik betrachtet man hiufig statt der freien Energie F(H) dessen
Legendretransformierte

M=—

G(M) = inf(F (H) + MH)
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Hiufig berechnet man G, indem man aus M (H) durch Inversion H (M) berechnet und dann G(M) = F(H(M))+
MH (M) erhilt. Aus G(M) 1dBt sich F(H) wieder zuriickerhalten, indem man die Legendretransformation von
M nach H ausfiihrt. Der Vorteil von G(M) gegeniiber F (H) ist das bessere analytische Verhalten. M(H) hat
im Fall eines ferromagnetischen Phaseniibergangs beispielsweise einen Sprung als Funktion von H bei H = 0.
F(H) hat also einen Knick bei H = 0. Dagegen ist G(M) eine glatte Funktion von M, fiir den Ferromagneten
einfach ein Doppelmuldenpotential.

Ganz analog kann man auch fiir W(J*,J) eine Legendretransformierte einfithren. Fiir endliche Felder J, J*
sind die Erwartungswerte

¢ (1) = (9;(D))srrs @;(7) = (9 (T))ssr

endlich. Man kann damit eine Legendretransformierte
D" 0) = ~W("0) ~ ¥ [ dele;(2)7;(0)+7;()9(x)
J

die héufig als effektives Potential bezeichnet wird. Auf der rechten Seite sind dabei J und J* als Funktionen
von @ und ¢* einzusetzen.
Eine zweite Funktion ist die effektive Wirkung, die durch

Geff(w*a I//) =In <exp(—V(¢* + W*7¢ + W)»O

definiert ist. Sie spielt eine wichtige Rolle bei der Renormierung von Fermisystemen, wir werden sie in diesem
Zusammenhang niher untersuchen.

Copyright (©)2014ff Andreas Mielke







2 Fermiflussigkeiten

Die Theorie der Fermifliissigkeiten geht auf Landau zuriick. Diese Theorie basiert zunéchst nicht auf den feld-
theoretischen Methoden, die wir bisher kennengelernt haben, sondern auf einem Konzept, das Quasiteilchen
benutzt und sich in der Theorie von Vielteilchensystemen als niitzlich erwiesen hat. In diesem Kapitel wird zu-
erst dieses Konzept kurz vorgestellt und einige physikalische Eigenschaften von Fermifliissigkeiten hergeleitet.
AnschlieBend werden wir sehen, wie man die im vorangegangenen Kapitel kennengelernten Methoden nutzen
kann, um die Fermifliissigkeitstheorie auf eine mikroskopische Grundlage zu stellen. Wir werden weiter sehen,
welche Instabilitidten zum Zusammenbruch der Fermifliissigkeit fithren kdnnen.

2.1 Das Quasiteilchenkonzept

Als Ausgangspunkt wihlen wir ein nichtwechselwirkendes Gas von Spin—%Fermionen mit N Teilchen in einem

D . . < . . . .
Volumen V. Die kinetische Energie der Teilchen ist é‘—m Da immer nur zwei Fermionen in einem Zustand zu

gleichem k Platz finden, werden wir fiir den Grundzustand beginnend mit k = 0 die Zustinde der Reihe nach
auffiillen. Da das System isotrop ist, werden alle Zustinde mit |k| < kp aufgefiillt, wobei der Fermiimpuls kr

durch
N=1Y 2
K| <kp
gegeben ist. Die Energie ist
e -
E=) —n(k,o
(ko)

ko
mit
n(k, o) = 6/(ke — [K])
Wir nehmen nun an, dafl dasSystem durch eine sehr schwach duflere Storung etwas gestort wird. Wenn die

Storung hinreichend klein ist, fiihrt sie einfach zu einer kleinen Anderung 5n(7€) der Besetzungszahlen und
damit zu einer kleinen Anderung

2
SE = lg 5 0n(k,0)

der Energie. Da es umso mehr Energie kostet, die Besetzungszahlen zu 4dndern, je weiter |7<)| von kr entfernt ist,
kann man erwarten, daf} 6n(7€) nahe kr grof3 ist und sonst verschwindet.

Jetzt soll die Wechselwirkung der Fermionen adiabatisch eingeschaltet werden. Eine normale Fermifliissig-
keit ist als ein wechselwirkendes Fermisystem definiert, bei dem sich die niedrig liegenden Anregungen des
Systems adiabatisch aus den Anregungen des nichtwechselwirkenden Systems entwickeln. Das ist natiirlich
eine Annahme. Es besteht die Moglichkeit, dafl schon eine beliebig kleine Wechselwirkung ausreicht, um das
System vollstidndig zu dndern und vollstindig andere Eigenschaften zu liefern. Beispielsweise ist der BCS-
Grundzustand eines Supraleiters ein Zustand, der mit dem nichtwechselwirkenden System nichts zu tun hat.
Wir werden spiter sehen, da3 solche Probleme tatsdchlich in wechselwirkenden Fermisystemen auftreten. Im
folgenden soll die obige Annahme aber gelten.

Typische Anregungen in einem nicht-wechselwirkenden Fermisystem sind Teilchen- oder Lochanregungen
sowie Teilchen-Loch-Anregungen. Fiir die ersten beiden wird zu dem System ein Teilchen hinzugefiigt oder es
wird eines entfernt, fiir die dritte wird ein Teilchen aus einem Zustand entfernt und in einen anderen gesetzt.

33



34 2 Fermifliissigkeiten

Generell konnen Anregungen durch 5n(z, o) beschrieben werden. Dies soll fiir das wechselwirkende System
nach Annahme auch gelten. Aus den Teilchen werden somit Quasiteilchen. Nun ist aber klar, daf die Wech-
selwirkung selber dazu fiihren wird, daf§ Teilchen aneinander gestreut werden. Die Quasiteilchen werden also
durch die Wechselwirkung eine endliche Lebensdauer haben. Je hoher ihre Anregungsenergie ist, je weiter weg
sich £ von dem Fermiimpuls befindet, desto kleiner wird die Lebensdauer sein. Die obige Annahme wird also
nur fiir niedrig liegende Anregungen gelten konnen.

Die grundlegende Annahme von Landau besteht darin, da$ sich eine kleine Storung des Systems wie im Fall
von nicht-wechselwirkenden Fermionen als eine kleine Anderung 8n(k, o) der Besetzungszahlen beschreiben
la6t. Wir machen also den Ansatz

1

v Y flk,o,k,0")on(k,c)on(K 0

K .o,0

SE =Y €)on(k,0) +
ko

Wir nehmen an, daf} kein du3eres Magnetfeld anliegt, so da3 die Energien 85 nicht vom Spin abhingen. Die
Wechselwirkung soll ebenso symmetrisch sein, sie kann damit nur von ¢ - 6’ abhiingen. Betrachten wir zunéchst
die Einteilchenanregungen, die nicht von ¢ abhiingen. Die Energie einer Einteilchenanregung ist

. SE 1 - - .
ek)= — =&+ — k,o.k,0\én(K
(k) ol % V%ﬂf( )on(k’)

Yof (7&, G,%’ ,0") hingt nicht von ¢ ab. Da die Quasiteilchen adiabatisch aus den Teilchen entstehen, wenn die
Wechselwirkung eingeschaltet wird, hat ihre Verteilung wie die Fermiverteilung eines Sprung bei |k| = k. Fiir

endliche Temperaturen gilt
- 1

k) = .
exp(B(e(k) —p)) +1

Diese Gleichung ist jetzt aber eine Selbstkonsistenzgleichung fiir die Besetzungszahlen n(k), da (k) von n(k)
abhingt.
Da die Wechselwirkung nur von ¢ - ¢’ abhingt, kann sie in der Form

fk,0,K,0") = f(k,K)+400'9 (kK

oder
flk,0.K',0") = fo(k,K') + 06,0/ fe (k. K)
geschrieben werden, wobei

Jo=f—9¢

gilt. 0 und ¢’ nehmen die Werte :t% an. Weiter geniigt es, die Wechselwirkung fiir Werte von k und k' zu
kennen, die in der Nidhe der Fermifldche liegen. Im isotropen Fall hingt die Wechselwirkung dann nur noch
von dem Winkel 6 zwischen k und K’ ab. Es gilt dann

fk,o,F o) Aeffite f(6,0,0")
= f(6)+405'9(6)

= i (fo+400’¢p)PL(cos0)
g

~

Aus der Orthogonalitiit der Legendrepolynome

2L+1 1
T+/ P (cos )Py (cosB)d(cosO) = O 1/
-1

Copyright (©)2014ff Andreas Mielke
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folgt
2L+1 kK’
fL — i/dQPL(COSQ) f(]_{jﬁ,)
¢L ar ¢(k’k )
In vielen Anwendungen geniigt es, die ersten paar Koeffizienten f; und ¢; zu kennen. In diesen Fillen kann
die Theorie auf wenige Parameter zuriickgefiihrt werden und ist sehr gut zu verwenden. In Metallen hat man

dagegen in der Regel keine Rotationssymmetrie und damit einen sehr grofen Satz von Parametern. Man muf}
dann f(k,k") und ¢ (k,k") an der Fermifliche kennen. Die Theorie wird damit deutlich weniger gut handhabbar.

(k| =[R [ =k

2.2 Gleichgewichtseigenschaften der normalen Fermiflissigkeit

Ein fundamentaler Parameter der Theorie ist die effektive Masse. Sie ist wie tiblich iiber

kF 0
— = |Vz& =
m* K7k | =g VF
definiert. In der Nihe der Fermifldche gilt also
kp

=t (k—kp)- o

wobei Isotropie angenommen wurde. Die effektive Masse kann experimentell iiber die Messung der spezifi-
schen Wirme bei tiefen Temperaturen bestimmt werden.

Spezifische Warme

Es gilt
1 JE
cy == =
" vor|,
Eine Anderung der Temperatur fiihrt zu einer Anderung der Besetzungszahlen, so da

OE Sn(kc)
vo= 7Z5n oT

5nk6

- La
B onlk,o) [ g—u d(g—p)
B 72" dg; <_ T T or >

Der Term Y3, f f(k,K)8n(k) in g ist O(T?) und kann hier fiir tiefe Temperaturen vernachlissigt werden. Wir
konnen also & = 818 setzen. Man erhilt dann wie auch im Fall von nicht-wechselwirkenden Fermisystemen

1
Cy — gm*kpk?gT
Typischerweise ist m* groBer als m. Fiir fliissiges *He bei Normaldruck ist m* = 3m. Es gibt aber sogenannte
Schwere Fermionen, das sind Elektronen in Systemen wie CeCu,Sip, UPts, CeAls, hier wird m*/m von der
GroBenordnung 102 bis 10°.
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Effektive Masse und Wechselwirkung

Dal} die effektive Masse nicht gleich m ist, liegt natiirlich daran, dal wir es mit wechselwirkenden Fermionen
zu tun haben. m* muf} also mit der Wechselwirkung zu tun haben. Dieser Zusammenhang kann auf unter-
schiedliche Weise hergeleitet werden. Ich benutze hier eine Herleitung, die die Gallilei-Invarianz benutzt. Wir
betrachten das System in einem Bezugssystem, daB sich mit der (kleinen) Geschwindigkeit 6V = 57&/ m rela-
tiv zum urspriinglichen System bewegt. Der Schwerpunkt bewegt sich also mit 0v. Die Energie ist also um
SE = (Nm)¥? /2 erhoht. Diese Energie‘zinderung kann man auch berechnen, indem man die Ausgangsformel

289511 k,o) Z fk,0,k ,0")én(k,0)n(K 0"

ko k *.c,0'
benutzt und Sn(k, ) = n(k+ 8k, &) — n(k, &) setzt. Der erste Term ist dann

Y en(k,0) = Z& (k+ 6k,0) —n(k,0))

ko

I

ko
Sk .
= m Zn(k,(f)
%7
s
- “om*

Fiir den zweiten Term erhélt man

% Y foF,0)sn(k0)n, o)

K 0,0’

(k,0,k,6")(n(k+ 6k,0) —n(k,0))(n(K + 8k,6") — n(k, o))

I
\]
2|

a ]

~

= flk,0,k,0")(8k-k) (8K -K)S(k— k)8 (K — kr)

v : .. e
= 64 / K> dkd / d*KPdK f(k, o,k ,6")(8k - k) (8K -k )8 (k—kr)S (k' — k)

V5k2

= o k4/ d(cos0) / d(cos@’)f(6 —0")cosOcosb’
Vi o 24

— DEsk2C

gnt " 97

Benutzt man, daB p = k3 /(37?), dann erhilt man fiir den zweiten Term

LV L
3n2 ¢ 2
Setzt man die Ausdriicke, die man fiir 8E erhilt, gleich, so ergibt sich

1 1 kr

m w3

Héufig fithrt man normierte Entwicklungskoeffizienten

F. = prfL
Z ProL
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ein, wobei pr die Zustandsdichte an der Fermikante ist. Es gilt

1
Pr = VZS(SS_M
k,o

2 2 0
_ (M)34n/k s (€0 — )
m*kp
Damit erhélt man jetzt
g h
N 3

Kompressibilitat

Die Kompressibilitit einer Fliissigkeit gibt die Anderung des Druckes mit dem Volumen an. Fiir feste Teilchen-

zahl gilt
1 JdP JdP

g —V* = —_—
X ov P ap
Die Kompressibilitit ist mit der Schallgeschwindigkeit {iber die Beziehung
1
t=—
mpx

verkniipft. Anschaulich ist klar, dal die Kompressibilitit in einer homogenen Fermifliissigkeit nur von kugel-
symmetrischen Mittelwert von f(ko,k'c’) abhingen kann, also nur von Fp.
Da die freie Energie extensiv ist, gilt

F(Tvva) - Vf(T?p)

und damit iy af
1 ,0?
i [y aT)zf(TaP)
Mit
_JdF _9f(T,p)
~IN  dp
erhilt man
1_ »0u
X dp

Die linke Seite 146t sich berechnen, indem man die Beziehung

o= 5E 1 — — —
e(k)= —— =€+ — k,o,k, 0" én(k
(k) onl) V%I’Z(;’f( )én(k’)

benutzt fiir k = kr, da y = £(kr). Fiir die Kompressibilitit geniigt es, isotrope 8n(k) = 8n(k) zu betrachten.

ou 98 dkp 3K _, 8n(K') dkp
ap akF81)+§’/(27r)3f(kF’k) Skr 9p
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og? /
Es gilt p = k3./(37%) und damit pakF = k{, weiter % =k onlk) _ O (k' — kr) und damit

m*°  dkp

PT =3
p 3m

Z/de (6,00") k (1+F0)

Man erhilt also schlielich ) )
1 k kv 1+ K

x 3m* m 3+ F
x hingt also von Fy ab wie erwartet und aullerdem iiber die effektive Masse auch von Fj. Die Kompressibilitit
wird unendlich, wenn Fy = —1 wird. Das System ist dann instabil. Es muf} also Fyp > —1 gelten. Das ist ein

Spezialfall des Stabilitétskriteriums F, > —(2L+ 1), Z;, > —(2L+ 1), das sich generell zeigen 1aft.

Magnetische Suszeptibilitat

Bisher haben wir nur spinunabhéngige Storungen betrachtet. Diese lassen sich mit den Parametern F;, in Ver-
bindung bringen. Als néchstes wollen wir eine spinabhéngige Storung betrachten. Das einfachste ist ein kleines
magnetisches Feld 6H, das zu einer Magnetisierung oM fiihrt. Die magnetische Suszeptibilitit ist y; = g%

Die Magnetisieung ist durch
1
SM = p(+ =2 Z op(o

gegeben. Wir konnen sie berechnen, indem wir benutzen, dafl das chemische Potential nicht von ¢ anhéngen
darf. Bezeichnet man trotzdem mit p (o) das chemische Potential fiir Fermionen mit Spin ¢, dann gilt in erster
Ordnung

(o)

/
(G/)G oM

d
u(o)=py—c8H+2) 85
G/

und damit wegen u(+) = u(—)

O0H =2 oo’ oM
ool

Das Vorgehen ist dhnlich wie im Fall der Suszeptibilitit. Ausgangspunkt ist die Formel fiir die Energien
1 - o -
_ 0 - r ! o
e(k,0)=¢ —o8h+ v ﬂZ f(k,o,k,6")on(k o)
K ,o'

Fiir k = kg muB die linke Seite gleich u sein. Man erhilt also

apa(‘; 5= a,ffﬁ}) [ﬁf’ 5.0 / (d3k)/3f(kp,o K.o )(%g;/f/)]
= 2];;: L];F 0, c/+2k (Fh+400 Zo)]
14 N 4m? Z
xm kpm*  kpm*
XM = 47t2k(F1n—1:Zo)

Auch hier erkennt man wieder die Stabilititsbedingung Z, > — 1. Fiir fliissiges *He liegen tyopische Werte von
Zy zwischen -0.67 bei Normaldruck und -0.76 bei 27 atm. Das System ist also nahe an einer ferromagnetischen
Instabilitit.
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Stabilitat

Wir haben schon erwéhnt, dafl die Fermifliissigkeit stabil ist, falls Fy,Z; > —2L — 1 gilt. Das soll jetzt noch
gezeigt werden. Die Fermifliissigkeit ist stabil, falls £ — uN ein Minimum annimmt. Wir berechnen also

S(E—uN) =Y (&) —u)on(k,o +Wﬂ Z fk,0,k,0")én(k,0)dn(K 0"

k.o kok .o

fiir allgemeine 6n(7€, o). Wir betrachten speziell ein isotropes System bei tiefen Temperaturen, lassen also nur
Fluktuationen an der Fermikante zu. Solche Fluktuationen kénnen in der Form

Sn(F, 0) = 8(kp — k) Sk (6, 0) — L 20K =)

2
S oG8k (6.0)

parametrisiert werden. In erster Ordnung in 0kr(6,0) verschwindet 6(E — uN). In zweiter Ordnung erhélt
man

O(E—UuN) = %ppv% [Z/dcos@&cp((),c)2
(e

+x Z/dcos@/dcos@’ F(0—0")+456"9(0 — 0'))8ke (6, 0)5ke (0',67)

GG’
Entwickelt man
O0kr(0,0) ZSkL )P (cos )
so ergibt sich
_ V. 2 1 L L
S(E—uN) = P X | (k) +8ka(—5) (1 57 p)
1 1 Zr
(6kL(+§)_6kL(_§)) ( 2L+l)

Die rechte Seite muf} positiv definit sein, daraus folgt F;,Z; > —2L — 1.

2.3 Mikroskopische Herleitung

konventionelle Stérungsrechnung

Betrachten wie zunéchst ein konventionelles, generisches Modell fiir wechselwirkende Fermionen

, 1
H = AR _ e o o of t - -
ngck,cckﬁ + 2 Z Vk17k27k3,k4ck1 ol Ckz‘czckm@tckzﬁa
k,c ki...k4,01...04 ’

Berechnet man in konventioneller Storungsrechnung die Energie bis in zweite Ordnung, so erhilt man

- 1 = N
ZS}I’!(](,O')—I—E Z Vzl,ﬁzkl,ﬁzn(kl’Gl)n(kz’0-2)
%,0’ %101,%202

1

Vi nigl . ; B }
30X Sini o n(ky,01)n(kz, 62)(1 —n(ks, 03))(1 —n(ks, 04))
4k1---k4-,01---0'4 A ﬁ(k%—i_k% _k% —kﬁ)

+0(V?)
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Fiihrt man in diesem Ausdruck kleine Variationen der n(%, o) durch, so erhilt man

0 —
&y = &+ Y Vigpnki,on)
z|¢(71
, L& M 0T, 00)(1 -l 021 — i)
+5 A e n(ki,01)(1 —n(ka, 02))(1 —n(ks, o3
2k1~~k3701~~~03 T ﬁ(kz_’_k% _k% _k%)
1 Z |V%1%z%z3|2 (7& ) (75 )(1 (75 ))
2 (A o n(ky,o1)n(ks, 02)(1 —n(ks, 03
kl.‘.k3761...63 A ﬁ(k%_’_k% _k2 —kg)
+0(V?)
LG, o1Fncy) = V.
Vf( 1,01,k,0) = Vi itk
1 Vit kil 8, }
+§q Z 6121+z27%3+%4 i(kz—i—lkéi];—kZ)(] _n(k3763))(1 _n(k4704))
k3,03,k4,04 2m \"1 27 K3 4
1 Vi iiil § ,
5 Z ki+ka s +ks 1 (72 > ; 1722 5 n(ks, 03)n(ky,04)
2%3,63,}4,64 P ﬂ(kl +k2 _k3 _k4)
2
S P L .5 LS A Py S
. - k1+k3,k2+k4L(kz_'_kz_kz_kz) 3,03 4,04
k3,03 ,kq,04 2m \"1 3 2 4
+0(V?)

Obwohl diese Rechnung im Prinzip durchfiihrbar ist, erkennt man das typische Problem der Stérungsrechnung:
Es treten kleine Energienenner auf. Speziell in hoheren Ordnungen treten dadurch Divergenzen auf. Im Prinzip
miissten in so einer Storungsrechnung unendlich viele Terme aufsummiert werden. Das wird in praktischen
Rechnungen auch gemacht, aber typischerweise, indem man fiir die aufsummierten Gréen Integralgleichun-
gen aufstellt und dann diese Integralgleichungen 16st. Diese Rechnungen werden natiirlich auf der Basis einer
feldtheoretischen Storungsrechnung durchgefiihrt, wie wir sie im vorangegangenen Kapitel kennengelernt ha-
ben. Wie diese Rechnung im Prinzip funktioniert, werden wir uns jetzt ansehen.

Selbstenergie

Analog zu dem nichtwechselwirkenden Propagator setzt man im translationsinvarianten wechselwirkenden Sys-
tem

1 .
(97 ,(D)0;,5(2)) = 5 Lexp(—ion (= 1)y o ()
O,
Fiir G; _(®,) kann man eine graphische Entwicklung machen. G; _(®,) ist durch die Summe aller zusammen-
hingenden Diagramme mit zwei dulleren Linien gegeben. Formal kann man

1
& — U —io, +Z(z, iw,)

GZ,G((O”) =

geschrieben werden. X(k, @,) wird als Selbstenergie bezeichnet. Entwickelt man Gy 5 (@), so ergibt sich

oo

Grol@n) = L (-1 g(0n) [£E 105 (@)

r—1

Daraus erkennt man, dafl 2(75, o,) diagrammatisch als Summe aller amputierten, ein-Teilchen irreduziblen Dia-
gramme mit zwei duleren Linien geschrieben werden kann. Dabei bedeutet amputiert, da fiir die d&u3eren Linien
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kein Faktor g;(®,) mitgenommen wird, und ein-Teilchen irreduzibel, daB das Diagramm nicht in zwei Teile
zerfillt, wenn eine Linie durchschnitten wird.

Aus dem Einteilchenpropagator oder auch aus der Selbstenergie lassen sich die Einteilchenenergien bestim-
men. Dazu setzt man zunichst den Einteilchenpropagator in die komplexe Ebene fort und fiihrt fiir reelle @ die
beiden GrofBlen:

A 1
()=~ ——
’ & —U—0+X(k,0)Fin

ein. Im allgemeinen wird diese Fortsetzung durchgefiihrt, indem man

= do p(k,')

—e 2T @ — i,

schreibt und i@, durch @ ersetzt. Zunichst ist zu bemerken, da diese Fortsetzung nicht eindeutig ist. Da
exp(iw,B) = ¢ ist, kann man G natiirlich mit einem Faktor { exp(iw,8) multiplizieren, ohne daB der Ausdruck
sich dndert. Damit hitte man in G®/4 einen Faktor Cexp(wp). GR/4 sind aber die retardierten und avancierten
Greenschen Funktionen, von denen das asymptotische Verhalten fiir grole @ aus ihrer direkten Berechnung
bekannt ist, sie sind o< \0)]_1. Fordert man dies zusétzlich, dann ist die analytische Fortsetzung eindeutig. Die
Pole von G*/4 ergeben die Einteilchenenergien.

G?,O' =

O =g+ >k, )
Daraus ergibt sich
do k 0JX Jrdw
ak “m 9k 90 dk
Mit % — K erhilt man fiir die effektive Masse

. 1eraz ! )
m'=m e -
k dk dw
auszuwerten bei k = kp.

Es bleibt also, X zu berechnen. In erster Ordnung erhilt man den Beitrag

Zy (k) = LVX Vit ka8 (@) = XVei, ia %,
k1o

Dieser Beitrag hiingt nicht von @ ab. Es ergibt sich also nur eine Verschiebung der Energieskala und damit

eine Verschiebung des chemischen Potentials. Setzt man hier ny = n(k)) = 0(gp — &,) mit den urspriinglichen

Einteilchenenergien g ein, dann erhilt man das storungstheoretische Resultate erster Ordnung. Dieses Resultat

1468t sich verbessern, indem man statt Z’l die Grofle

- 1
LK) = 5y X Vegan On (@) = Xz aa
ki
berechnet. Hier ist n, die Besetzungszahl des wechselwirkenden Systems, die selbstkonsistent bestimmt wird.
Dieser Beitrag entspricht einer Hartree-Fock Néherung.
In zweiter Ordnung ergibt sich der Beitrag

1

! (7 _ ~ ~2
Lko) = gn L ViaaanViks s 8 (@n)E (On)
iél 7‘0111 7z27wn2
I _ _ )
oy L Vit i o il (08, (0n) 8, g, (O + O — )

kl 70)’11 7k27(‘-)n2

Wihrend der erste Term wie schon der Beitrag erster Ordnung nicht von ), abhingt, gilt dies fiir den Bei-
trag zweiter Ordnung nicht mehr. Auch hier kann man natiirlich wieder statt der Propagatoren des nicht-
wechselwirkenden Systems die des wechselwirkenden Systems einsetzten und eine entsprechende Grofle X,
berechnen. Macht man dies generell, erhélt man fiir X eine Summe von zwei-Teilchen irreduziblen Diagram-
men.
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Quasiteilchenenergie

Als nidchstes suchen wir die Losungen der Gleichung o = & + Z(%, o), die die Pole der Greenschen Funktion
liefert. In der ersten Ordnung X, (75) gibt es wie fiir das freie System nur eine Losung fiir @. Wir nehmen die
zweite Ordnung mit. In dieser Ordnung treten in X, (k, @) Pole auf. Der Einfachheit halber betrachten wir ein
artifizielles Modell, bei dem in X, (k, @) nur zwei Pole auftreten, also

A Ay

Zz(ﬂ)): +
w— & w—&

Die Greensche Funktion hat bis zu dieser Ordnung die Struktur
1
Gw) = ——
2(®) 0—g—X (o)
(w—¢))(w—g)
(w—g)(o—¢)(w—&)—A(0—8&)—A(0—¢))

Fiir kleine A1, A;, das entspricht dem Fall schwacher Wechselwirkung, gibt es drei Pole, die in der Nidhe von &,
€1 und & liegen. Die Summe der Residuen ist 1, das Residuum von dem Pol nahe & ist nahe bei 1, die anderen
beiden Residua sind klein. In fithrender Ordung in A; sind die Residua

2

; (80— &)?
A;
(g0 — &)’
Fiir das allgemeine System ist die Situation ganz analog. Die Greensche Funktion hat einen Pol in der Nihe

von & mit einem reduzierten Residuum. Der Pol in der Nihe von & wird als Quasiteilchen bezeichnet. Seine
Energie ist gerade die Quasiteilchenenergie in der Fermifliissigkeitstheorie.

i=1,2

Wechselwirkung der Quasiteilchen

Die Wechselwirkung der Quasiteilchen in der Fermifliissigkeit ist eine effektive Wechselwirkung, also eine
Zweiteilchen-Eigenschaft des Systems. Um sie zu berechnen, benétigen wir die Zweiteilchen-Greensfunktion

(65 0, (007 o (104, (2)05,5,(D))

Wir haben schon gesehen, dal man sie in der Form

>< k202 %3“3( )>
- < k01 T ¢7ch3 >< k202 ¢7<4c74( >>
(0,0, (09,0, (90,0, (05,0, (7))

schreiben kann, wobei der letzte Term den zusammenhéngenden Anteil beschreibt. Die ersten beiden Beitrige
beschreiben zwei Quasiteilchen, die nicht miteinander wechselwirken. Die Eigenschaften der Quasiteilchen
selbst sind natiirlich durch die Wechselwirkung der Teilchen bestimmt. Der dritte Term enthilt die effektive
Wechselwirkung. Er kann in der Form

(60, (07 (00, (0,0, (w0) = X ¥ [ast [adf [ a5 [ a5 (97, (0o (3D)

o 626364 JANNA

(0,0, (995 4, (D016, (D) = (07, (0,7

202

__*

207

(97,00 (205,05 (%)) (93, o, (1) 0, (7)) (95, o, (1), (7))

(2) Il
P ) T, T, T3, T,
k’lo{7k§o£7kgo3’.,kgo4( 120 %, Ta)
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2.4 Renormierung 43

" kann als Wechselwirkung der Quasiteilchen interpretiert werden. In einer storungstheoretischen Entwick-
lung ist T® in erster Ordnung gerade die urspriingliche Wechselwirkung. Generell ist ['?) die Summe aller
amputierten, ein-Teilchen irreduziblen Diagramme mit vier duBeren Linien. In dieser Hinsicht ist [?) analog
zur Selbstenergie. Der obige Ausdruck ist in dieser Form allgemein. Nimmt man Translationsinvarianz an,
dann liefern die Summen nur Beitrige fiir ié; = %,-, o/ = o;. Fiihrt man weiter die Frequenzen ®, ein, dann kon-
nen die Integrale berechnet werden und es verbleiben Summen iiber @,,. Wegen der Energieerhaltung in den
Einteilchenpropagatoren sind auch diese Summen trivial auszufiihren. Damit erhélt man schlieBlich die Grof3e

'

%]0_1 77{‘262}363’7{‘464((1)1’11 ) C()1’127 6()1’13 ’ wl’l4) = 6K1 +K2,K3+K4F0'1 0,030 (Kl 7K2;K1 - K3)

wobei diese Gleichung gleichzeitig die Definition von I" ist. Ferner ist K; = (a)n[.,%i). K, — K3 ist der Impuls-
iibertrag bei der Wechselwirkung. Ahnlich wie die Selbstenergie hingt I' in erster Ordnung nicht von den
Frequenzen w, ab, wohl aber in allen htheren Ordnungen. Diese Abhingigkeit driickt die Retardierung der
Wechselwirkung aus. Die Spinabhingigkeit kann noch vereinfacht werden, wenn man die SU(2) Spinsymme-
trie beriicksichtigt. Man kann dann I" in der Form

1
FG]()‘2630‘4(K17K2;K) = 5(56]636620'4_5616456263)Fv(K1aK2§K>

1
+ 5(50'1 o3 6620‘4 + 50'1 o4 56263)Ft(K17K2;K)

schreiben, wobei 'y den Singulett-Anteil und I'; den Triplett-Anteil von I" bezeichnet.

In der Fermifliissigkeitstheorie wird eine effektive Wechselwirkung betrachtet, die nur von den Anderungen
5n(z, o) abhingt. Das bedeutet, da der Impulsiibertrag verschwindet. Fiir die Berechnung der effektiven Qua-
siteilchenwechselwirkung wird man also in K = (@, %) den Impulsiibertrag = 0 setzen. Zudem wird der Limes
tiefer Temperaturen betrachtet, wir werden also den Limes @, — 0 betrachten. Schliellich werden wir I" nur fiir
75,- in der Néhe der Fermikante, also k; ~ kr berechnen. In diesem Limes liefert I" die effektive Wechselwirkung
der Fermifliissigkeitstheorie.

Betrachtet man eine Storungsentwicklung von I', so erhélt man in erster Ordnung die urspriingliche Wech-
selwirkung. Fiir Impulsiibertrag = O liefert dies die erste Ordnung von der Quasiteilchenwechselwirkung,
in Ubereinstimmung mit der Stérungstheorie. Ebenso stimmt auch die zweite Ordnung iiberein. Man kann
diese Entwicklung wie bei der Selbstenergie dadurch verbessern, dal man statt der Propagatoren des nicht-
wechselwirkenden Systems eine diagrammatische Entwicklung mit den Propagatoren des wechselwirkenden
Systems macht. I" ist dann eine Summe iiber alle zwei-Teilchen irreduziblen Diagramme (statt vorher eine
Summe {iiber alle ein-Teilchen irreduziblen Diagramme, ganz analog zur Selbstenergie). In der Regeln wird
auch I' als eine Summe unendlich vieler Diagramme berechnet, indem man eine entsprechende Integralglei-
chung 16st. Das Problem ist aber, daB in all diesen stdrungstheoretischen Entwicklungen Divergenzen auftreten
konnen, so daB} diese Entwicklungen oft nicht durchfiithrbar sind.

2.4 Renormierung
2.4.1 Grundidee

Ein Verfahren, das es erlaubt, mit den in der Stérungsrechnung auftretenden Divergenzen umzugehen, ist die
Renormierung. Renormierung ist ein allgemeines Verfahren, das auf ganz unterschiedliche Modelle in ganz
unterschiedlicher Weise angewandt wird. Wichtig ist, sich moglichst an einem Beispiel die Grundidee klar zu
machen. Wir betrachten an dieser Stelle als Beispiel ein wechselwirkendes, translationsinvariantes Fermionen-
system

7= /D[(p} exp (S[¢*, ¢])

S[9",9] =Y (i, — & + 1) dx ok — V9", 6]

K
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wobei K = ((Onjé, o) ein Multiindex ist, der die Matsubarafrequenzen, die Impulsvektoren und den Spin enthilt.
Die Wechselwirkung ist hier eine ganz allgemeine Wechselwirkung V[¢*, ¢]. Wir haben im ersten Kapitel der
Vorlesung gesehen, daBl man alle zusammenhéngenden Propagatoren aus einer erzeugenden Funktion

W5 J]=1In <exp(—V[¢*7 ¢+ ;(J}BPK + ¢?§JK))>

0

durch Ableiten nach den Feldern Jx und Ji berechnen kann. Dabei ist

I DI9]A[9", @] exp(Ly (i — & + 1) Px k)
J DI9]exp(Lk (i@, — & + 1) 9 ¢k)

der Erwartungswert im nicht-wechselwirkenden System. Der Einteilchenpropagator im nichtwechselwirkenden
System ist

<A[¢*7¢]>O:

C(K) = ;
0y — &+ 1

und hat eine Divergenz fiir @, = 0 und & = u, also gerade fiir den Fall, der in der Fermifliissigkeitstheorie
interessiert: Quasiteilchen nahe der Fermikante bei tiefen Temperaturen. Die Idee der Renormierung ist nun
eigentlich relativ einfach: Man fiihrt einen Cutoff A ein und integriert in den Integralen zur Berechnung von W
zundchst nur iiber die Felder ¢x und ¢, fiir die |ic, — &; + | > A gilt. Die iibrig gebliebenen Integrale konnen

wieder in der Form

W*,J] =In <exp(—VA[¢*,¢,J*,J]+ Y (J}E¢1<+¢1’SJK))>

K:|ioy,—&-+u|<A AO
geschrieben werden. Dabei hiingt der nichtwechelwirkende Anteil jetzt von A ab, dadurch hingt der Mittelwert
von A ab, und die neue Wechselwirkung VA [¢*,¢,J*,J] hingt explizit von A und von den Feldern Jx und
Jgmit |iw, — & + p| > A ab. In dem neuen Integral sind insbesondere die Divergenzen verschoben, da die &
und eventuell auch u verschoben sind. Interessiert man sich nur fiir Propagatoren in der Nidhe der Fermikante,
benotigt man zudem die Felder Jx und J3 in VA[¢*, ¢,J*,J] nicht und kann diese explizit O setzten. Als néchstes
wird ein neuer Cutoff A eingefiihrt und es werden alle ¢x und ¢y integriert, mit [ic, — &+ | > A;. Man erhilt
wiederum ein neues V,, und verschobene Einteilchenenergien. Iteriert man dieses Verfahren, so erhilt man
schlieBlich eine effektive Theorie, die nur noch Felder mit kleinen |i@, — & + u| enthilt. Das ist die gesuchte
effektive Theorie. A priori ist natiirlich nicht klar, dal dieses Verfahren konvergiert. Im allgemeinen wird man
keine Konvergenz erwarten konnen, lediglich in bestimmten Fillen und fiir schwache Wechselwirkung 146t sich
die Konvergenz unter Umstidnden beweisen. Zudem wird das Verfahren technisch oft in unterschiedlicher Weise
durchgefiihrt: An Stelle von diskreten Schritten kann man den Cutoff kontinuierlich variieren. An Stelle eines
“harten’ Cutoffs kann man einen *weichen’ verwenden (diese Begriffe werden spéter genau erklért). An Stelle
von W kann man mit einer anderen Erzeugenden Funktion rechnen.

2.4.2 Effektive Wirkung

Fiir Fermisysteme scheint es giinstig, statt mit W mit einer anderen Funktion zu rechnen, ndmlich mit

Gee[w™, W] = In(exp(—V[0" +v", ¢ +y])),

Wir hatten diese Grofle schon im ersten Kapitel erwihnt und wollen Sie jetzt genauer betrachten. Zunéchst gilt

Zo(exp(-VIo' + ¥ 0+ ¥y = [ Dlolep(Ei0n e+ 0)0kox ~ VIO + 0+ V)

= /D[¢] exp()_(io, — & + 1) (dx — Wk) (9 — W) = V[9",9])

K
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= exp()_(io, — &+ 1) Vg v)
K

x [ Dlglexp(¥(ion— &+ H)okox —V[6",9

K
—Z(iwn — &+ 1) (04 Wk + Wi k)

= Zoexp(Y (io, — g+ ) Wr vk + WIC(K) g, C(K) ' yi])
K

und damit
Gei[ V", ] = ZWKC )"k + WIC(K) ™y, C(K) ]

Da W die Erzeugende fiir zusammenhingende Propagatoren ist, kann man leicht ausrechnen, daBl Gegr die
erzeugende fiir zusammenhiingende, amputierte Propagatoren ist. Durch die Faktoren C(K)~' im Argument
von W wird beim Ableiten das Resultat fiir jede #uBere Linie mit einem Faktor C(K)~! = (iw, — g +u)
multipliziert.

— G wird auch als effektive Wechselwirkung bezeichnet.

2.4.3 Renormierungsgleichung flir G

In diesem Abschnitt werden wir eine Renormierungsgleichung fiir die effektive Wirkung herleiten. Im Ge-
gensatz zu dem oben beschriebenen Vorgehen werden wir eine kontinuierliche Renormierung vornehmen. Wir
fiihren dazu einen modifizierten Propagator

O4(K)
i, — (&, — 1)
ein. Dabei ist @, (K) eine Abschneidefunktion (cut-off Funktion), unter der man sich am einfachsten einen
“harten’ cut-off

CMK) =

OA(K) = 0(le; — 1t — i, — A)
vorstellen kann. Da es fiir analytische Rechnungen unter Umstiinden giinstiger ist, mit einer differenzierbaren
Abschneidefunktion zu rechnen. Fiir [&; — 1 —i,| > Aist @5 (K) = 1 und C*(K) = C(K). Fiir |&; — L — i, | >
Aist ®5(K) = 0 und damit C*(K) = 0. Ich definiere

 D[9]exp(Lk 9% (CM(K)) 'k —V[9* +y* ¢+ y])
J D[9]exp(Lk ¢ (CA(K)) ' 9k)

Fiir K-Werte mit @5 (K) = 0 tragen in diesem Integral nur ¢x = 0 bei. Gg\ff ist dann durch —V gegeben. Fiir K-
Werte mit @5 (K) = 1 ist G - durch G.¢ gegeben. G i interpoliert zwischen —V und Gegr. Das Ziel besteht jetzt
darin, eine Differentlalglelchung fiir Geff herzulelten mit die man mit der Anfangsbedingung —V die effektive
Wirkung berechnen kann. Dazu benutzen wir die Beziehungen

Gé\ff[q/*7 IV] =In

. d 9 i} .
Fly*,y]=F [a’ a*} exp(} (N wk + Nk vi))
non K n=n*=0

/DW]exp(;%(cA(K))_l(PK+;(n}§¢z<+anhﬁ)) = exp(;n}?CA(K)nK)/D[¢]exp(;¢E(CA(K))_I¢K)

Die zweite Gleichung 146t sich in der Form

_ I D[6)exp(Tx 6(CA(K)) " 05 + L (1ichx + M5 07))
" I DI9] exp(Lx 95 (CA(K)) 1 0x)

= CXP(; nxC™ (K)nk)

<eXp(Z(n}‘<¢K + Nk Ox))

K
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schreiben. Damit gilt
exp(Ger[y", W) = (exp(=V[9" +v".0 +]))ao

]2 2 ) <exp<2<n,§<¢,<+w>+nK<¢;;+w;z>>>>

= ex _—
’ S K n=n°=0
[ a 8 | * * *k
= exp( V|5, 5| )exp(ncC*K)ng + Y (kv + nxvi))
9N In* ] T X nni—0

K

1 0 d
V| |=—,=—| |ex cMK ex Pk + ;
) p(;aw <>a%§> HER )|

K

~ exp ;iCA(K) J )exp <_V {aﬁ?,aam])exp(i(m?WHanz)) -

8%’2) exp (V[ Vi)
Damit erhilt man 5 P A( v
v A * _ K A *
8A eXp(Geff[W 7”’]) - ; all/K aA alll;é exp(Geff[‘I/ 71//])

und somit

9 9 9CMK) 9
762\ *7 =

iy IGN ", W] ICN(K) IGH v, v]
x vk IA IV

Gllv*, v

Dies ist die gesuchte Differentialgleichung fiir Gé‘ff. Es handelt sich hier um eine exakte Renormierungsglei-
chung. Allerdings ist sofort zu bemerken, daf} sich diese Gleichung in der Regel nicht exakt 16sen 146t und
daB} man auf typischerweise storungstheoretische Ndherungen angewiesen ist. Um diese Gleichung weitervzu
behandeln, kann man Gé\ff in Monome von Faktoren yg und yy entwickeln und Differentialgleichungen fiir die
Entwicklungskoeffizienten herleiten. In dem vorliegenden Fall ist es giinstiger, eine Entwicklung der Form

G::\ff[w*7 W] = Z

Y GhKi,...K:Ki,...,Ky)

R )

K K ) j=1

mit e (K
DAK) = C(K) — M (k) = L~ OME).
0, — &+ U

Die Ableitung von Gé\ff nach A liefert zwei Beitrédge, einen von der Ableitung der Koeffizienten und einen von
der Ableitung von D*(K). Wegen
dDMK)  JdCMK)
ON  OA
liefert der zweite Term einen Beitrag von der Form des ersten in der Renormierungsgleichung von Gé\ff. Dieser
Term liefert damit keinen Beitrag zur Ableitung der Koeffizienten, lediglich der zweite Term trdgt zur Ablei-
tung der Koeffizienten bei. Die Differentialgleichung fiir die Koeffizienten kann wieder in einer graphischen
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Form aufgeschrieben werden. Diese Form ist besonders fiir Storungsentwicklungen niitzlich. In der Stdrungs-
entwicklung treten nur ein-Teilchen irreduzible Diagramme auf.

Wir wollen die Gleichungen fiir die Koeffizienten jetzt in niedrigster Ordnung stdrungstheoretisch auswerten.
Die niedrigste Ordnung, die einen Beitrag zur Ableitung von G2 liefert, ist O(V?). Beachtet man zudem, daf
wir mit einer Zweiteilchenweechselwirkung starten, so sind alle Koeffizienten G2 mit m > 2 zu Beginn 0.
Diese Koeffizienten liefern nur hshere Ordnung als O(V?). In O(V?) hat man also nur eine Gleichung fiir die
Koeffizienten GQ zu betrachten, wobei auf der rechten Seite auch wieder nur Terme auftreten, die zwei Faktoren
G enthalten. Diese Gleichung lautet

d d(DMNK)DMK')) [1
a—AGQ(K{,Kg;KI,KZ) = -) (D a)A (K7) [ZGQ(K;,KQ;K,K’)GQ(K,K’;KI,Kz)
K.K'
— GY(K|,K:K1,K')GY (K’ K}, K, Ko) + GY (K}, K K1, K') Gy (K, K| K, K>)
Da G} = —BLVF(Z) kann diese Gleichung direkt in eine Renormierungsgleichung fiir I'?) umgeschrieben wer-
den.

J
ﬂFE\Z)(KivKé;KhKZ) =

1 d(DMK)DMK')) [1
ﬁT/Z ( (8)1\ L LF(AZ)(Ki,Ké;K,K’)F(AZ)(K,K’;Kl,Kz)
KK’
2) (! 1. N2 (gt gt 2) (! 1 N(2) (gt .
—FA (KI,K,Kl,K)FA (K,KZ,K,Kz)—i—FA (KZ,K,Kl,K)FA (K,Kl,K,Kg)

Sie laBt sich noch weiter vereinfachen, wenn man die Translationsinvarianz und die Spinsymmetrie beriicksich-
tigt. Wir hatten oben die Groflen

@

7{‘161 77{‘202776‘363776‘404((0}11 ) (‘Onza wn3> C0n4) — 5Kl +K2,K3+K4F61 070304 (KlaKZ;Kl - K3)

1

FG](7263G4 (KviZaK) = 5(6616366264 - 5616466263)FS(K1aK2;K>
1

+ 5(6616366264 +8616466203)FI(K17K2;K)

eingefiihrt, wobei hier der Index K nur noch k und o, enthilt. Damit kann man entsprechende Gleichungen fiir
I’ und I'; einfiihren, sie lauten

pa) 3
71—‘0((K],K2;K) = Z Z CZC,O(’,O!”B(;’,OC”(K]7K2;K)

dA r=la/,a"=st
1 d(DMNK, —K'\DMK, + K’
Bé/’a//(Kl,KZ;K) = 2ﬁV Z ( ( 1 az\ ( ))FO(’(KDKZ;K/)FOCN(KI _K/)KZ +K/9K_K/)
K/

1 « d(DMNK')DMK' +K))
BV )y E7N

K/

Ba: o (K1, K2;K) = Lo (K1, K';K)Ton(K'+ K, K2 K)

1 Za(DA(K’)DA(Kz—K1+K’+K))
BV & IA
Xra//(Kz—Kl+K+K/,K1;K2+K—K1)

Bay o (K1, K2:K) Lo (Ky, K'; K+ K — Ky)

cl,=cl,=1, c

s oo o = 0 sonst
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2 3 _ _
CSSS = CSSS Z, CAOCOC' = CS(XOU = — sonst
o> @ t
e Tt 4’ tao — LYool = 4 sons

Im allgemeinen kann man diese Gleichungen nicht analytisch 16sen. Zum zweiten ist keinesfalls garantiert,
daB diese Gleichungen zu nicht-divergenten Resultaten fiihren. Es ist bekannt, daf} bei hinreichend tiefen Tem-
peraturen eine Divergenz auftritt, die zu einer supraleitenden Instabilitéit gehort. Das System ist dann keine
Fermifliissigkeit mehr, sondern ein Supraleiter. Dieser Effekt heiit Kohn-Luttinger Effekt. Er wurde von Kohn
und Luttinger in einer Storungsrechnung zweiter Ordnung 1965 gefunden (Phys. Rev. Lett. 15, 524 (1965))
und 146t sich mathematisch exakt untersuchen (siehe hierzu eine Reihe von Arbeiten von Knorrer, Trubowitz,
Feldman, Sinclair, Salmhofer). Es gibt aber Hinweise darauf, da} fiir schwache Wechselwirkung und nicht zu
niedrige Temperaturen die Renormierungsgleichungen endliche Resultate liefern. In diesen Fillen verhilt sich
das System dann tatsdchlich wie eine Fermifliissigkeit.

2.4.4 Das Hubbardmodell I, Renormierung

Das Hubbardmodell ist ein Modell fiir Elektronen auf einem Gitter. Es wird meist in der Form

H= thycxcc)g+Uanan

X,y,0

geschrieben. Fiir ein translationsinvariantes Gitter mit einem Band kann man Fourier-transformieren und erhilt

_ P .
H= Zekcz,ccko Z Cm k’ I B AN

k,o

wobei N, die Anzahl der Gitterplitze ist. Wir kommen auf allgemeine Resultate fiir dieses Modell im néchs-
ten Abschnitt zuriick, in diesem Unterabschnitt wollen wir Resultate von Renormierungsrechnungen fiir dieses
Modell kennenlernen. Viele dieser Resultate sind generisch, das Hubbardmodell beschreibt damit eine typische
Fermifliissigkeit. Die in diesem Abschnitt vorgestellten Resultate sowie die Abbildungen entstammen der Ar-
beit: Renormalization group analysis of the 2D Hubbard model von Christoph J. Halboth und Walter Metzner,
preprint cond-mat/9908471.

Ausgangspunkt fiir die Renormierungsrechnung ist das Hubbardmodell auf einem Quadratgitter. Es gilt also

& = —21(cosky +cosky) — 41’ (cosk, cosky)

wobei —¢ das Hiipfmatrixelement ¢, ,, fiir benachbarte Gitterplitze x und y ist, —t" das Matrixelement fiir iiber-
néichste Nachbarn. In allen anderen Féllen gilt 7y y = 0. Die & kann man bildlich durch Linien konstanter Energie
in der (ky, ky)-Ebene darstellen, siche Abbildung 2.1.
Die Wechselwirkung ist
Vg™, ¢] = % Y 049k 9019kt
S K’K/7Q

Die Matrixelemente der Wechselwirkung sind also unabhingig von K, K’, und Q. Im folgenden geht es darum,
die Renormierungsgleichungen in der angegebenen Néherung numerisch zu 16sen. Dazu sind verschiedene
zusitzliche Niherungen und Annahmen nétig (die in der Vorlesung deutlich ausfiihrlicher diskutiert werden,
als hier. Details findet man in der zitierten Arbeit von Halboth und Metzner.):

1. Zuerst bendtigt man eine geeignete Diskretisierung im k-Raum. Hat man N Punkte im k-Raum fiir die
Diskretisierung ausgewihlt, so gibt es O(N?) Kopplungen. N kann also nicht zu gro gemacht werden.
Ein typischer Wert ist N = 16.

2. Die Abhingigkeit von I" von den @, wird vernachlassigt.
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Abbildung 2.1: Linien konstanter Energie €; in der Brillouin-Zone fiir ' =0()undt’ = —0.16 (b).
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Abbildung 2.2: Die Diskretisierung der Fermikante. Die spateren Resultate beziehen sich auf die hier angege-
bene Nummerierung der Winkel.

T
<>
- & ! ’ 1 |
<>
J— I
J—

3. Da N so klein ist, man aber genaue Ergebnisse auf der Fermifiiche haben will, legt man die Punkte
der Diskretisierung auf die Fermikante. Bei der Rechnung treten auch I" auf mit Indices, die nicht auf
der Fermikante liegen. Die Werte fiir die Wechselwirkung werden durch die Werte angendhert, die man
erhilt, wenn man die & auf die Fermifliche projiziert. Fiir grofle A ist das exakt, da I" dann konstant ist.
Fiir kleine A treten iiberhaupt nur noch I" auf mit Indices nahe der Fermikante, auch hier ist die Ndherung
gut.

4. In der Néhe der Ecken der Fermifldche sollte die Diskretisierung enger gewéhlt werden als auf den
geraderen Stiicken.

Die Niherung durch die Projektion ergibt
T (ki kos ki, Ky) ~ T (Kp1 kpi Ky ket + kpa — Ky )
Anstelle der kr kann man den Winkel angeben, der die Richtung von kr bestimmt. Man erhilt dann
T (ke1,Kpos Ky ket + k2 = Kiy) = T (91, 02;97)

Die Diskretisierung, die fiir die Numerik verwendet wurde, ist in Abbildung 2.2 angegeben.

Neben den effektiven Wechselwirkungen werden im folgenden immer Resultate fiir eine Reihe von Sus-
zeptibilititen angegeben. Eine divergierende effektive Wechselwirkung deutet auf eine Instabilitit des Systems
hin. Divergiert eine Suszeptibilitit gleichzeitig, erkennt man daran, welche Art von physikalischer Instabilitét
vorliegt. Folgende Suszeptibilititen werden berechnet:

1. kommensurable antiferromagnetische Spinsuszeptibilitit xs (7, ),

2. incommensurable antiferromagnetische Spinsuszeptibilititen xs(¢) mit § = (7 — 8, 7) oder § = (1 —
0)(m, ). Dabei ist 6 = 1 — N, /N; die Dotierung, also die Abweichung von halber Fiillung.

3. kommensurable Ladungssuszeptibilitit xc(7, ) ,
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4. Verschiedene Singlet-Paar Suszeptibilititen fiir s-Wellen (Formfaktor d (75) = 1), modifizierte s-Wellen
(d(k) = (cosky, +cosky)/v/2), d-Wellen mit Symmetrie d_» (Formfaktor d(k) = (cosk, —cosky)/ V2)

und mit Symmetrie dy, (d (75) = sink,sinky).

Die Resultate, die im folgenden gezeigt werden, sind Resultate fiir U = ¢. Die Resultate fiir die Suszeptibilititen
sind in Einheiten der Suszeptibilitit fiir U = 0 angegeben. Alle Resultate sind nahe halber Fiillung und fiir
kleine . Wir werden im folgenden Abschnitt sehen, daB das Hubbardmodell bei halber Fiillung, d.h. einem
Elektron pro Gitterplatz, einen Antiferromagneten beschreibt. Dieser antiferromagnetische Zustand sollte auch
fiir Dichten in der N#he von halber Fiillung noch stabil sein. Das zeigen die Resultate in Abbildung 2.3. Bewegt
man sich von halber Fiillung weiter weg, sollte der Antiferromagnet nicht mehr stabil sein. In diesem Fall sollte
man erwarten, daf} aufgrund der Kohn-Luttinger Instabilitit das System supraleitend wird. Das wird tatsidchlich
beobachtet, siche Abbildung 2.4. Man erkennt deutlich, daf} die Spinsuszeptibilititen zunéchst ansteigen, dann
aber am einem bestimmten A nicht weiter oder kaum noch anwachsen. Dann zeigt sich plotzlich die d-Wellen
Supraleitung, die das Verhalten dominiert. Fiihrt man entsprechende Rechnungen fiir viele Parameter durch,
kann man ein Phasendiagramm des Hubbardmodells fiir kleine U und nahe halber Fiillung ableiten, sieche
Abbildung 2.5. Abbildung 2.6 zeigt schlieBlich das kritische A., bei dem die Divergenz auftritt. Fiir kleine
" # 0 konnen entsprechende Rechnungen durchgefiihrt werden. Man erkennt, daB der Bereich, in dem das
Modell antiferromagnetisch wird, deutlich kleiner wird.

Als ersten Eindruck aus diesen Ergebnissen bleibt, da3 das Hubbardmodell keine Fermifliissigkeit beschreibt.
DaB ist sicher nicht richtig. Die priasentierten Ergebnisse sind alle fiir sehr tiefe Temperaturen. Erhoht man die
Temperatur, so sollte der Supraleiter instabil werden und das System wird zu einer Fermifliissigkeit. Ledig-
lich bei halber Fiillung ist bis zu hoheren Temperaturen mit einem Antiferromagneten zu rechnen. Allerdings
sollte man bemerken, daf} diese Rechnungen ein systematisches Problem haben: Ausgangspunkt war eine Ent-
wicklung der Renormierungsgleichungen bis in zweite Ordnung. Eine solche Entwicklung ist nur gut, solange
die effektive Wechselwirkung klein ist. Da aber Wechselwirkungen divergieren, sollte man erwarten, dafl der
Giiltigkeitsbereich dieser Nidherung verlassen wird, bevor das System die Divergenz erreicht hat. Der Status
der Resultate ist damit nicht ganz klar. Das ist ein grundsitzliches Problem beim Hubbardmodell: Es gibt kein
wirklich befriedigendes Nédherungsverfahren, das zuverlidssige Resultate liefert. Man ist in der Regel auf ver-
schiedene Verfahren angewiesen, die sich gegenseitig ergdnzen. Dazu gehoren auch numerische Simulationen.
Es gibt wenige exakte Resultate zum Hubbardmodell, die als feste Stiitzen in dem Versténdnis dieses Modells
dienen.

2.5 Erganzung: Das Hubbardmodell ll, Allgemeine Resultate

Der Hamiltonoperator des Hubbardmodells ist

H = Hyiy, + Hyw = Z beyCroCyo +U Zc}rc;icxicﬁ

x.y,0 x

Dieses Modell wurde unabhingig voneinander von J. Hubbard (Proc. Roy. Soc. A276, 238 (1963)), von J.
Kanamori (Prog. Theor. Phys. 30, 275 (1963)) und von M.C. Gutzwiller (Phys. Rev. Lett. 10, 159 (1963))
vorgeschlagen. Es wird zur Beschreibung von Systemen mit einem Metall-Isolator Ubergang, zur Beschreibung
von Ferro-, Antiferro- und Ferrimagnetismus benutzt. Unter dem Namen Pariser-Paar-Pople Modell dient es in
der Chemie zur Beschreibung von 7-Elektronensystemen. In jiingster Zeit dient es als Modell zur Beschreinung
von Hochtemperatursupraleitern, zumindest im normalleitenden Zustand.

Generell beschreibt man mit diesem Modell stark wechselwirkende, also korrelierte Elektronen. Die Wech-
selwirkung U ist dann ebenso grof oder groBer als typische Werte von £,,. Deshalb fillt es eigentlich aus dem
Rahmen dieses Kapitels. Lediglich fiir schwache Wechselwirkung (und evt. wegen der Kohn-Luttinger Insta-
bilitdt fiir nicht zu tiefe Temperaturen) ist der Grundzustand eine Fermifliissigkeit. Der Vollstindigkeit halber
sollen hier aber trotzdem einige wichtige Fakten des Modells zur Sprache kommen.
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Abbildung 2.3: FluB der Singlet-Funktionen I"? fiir verschiedene k-Werte. Die Werte entsprechen den Punkten
in Abbildung 2.2. Gezeigt sind diejenigen Kopplungen, die sich am stérksten verdndern. Die
untere Abbildung zeigt die Suszeptibilititen. Es ist#’ = 0 und g = —0.005, das entspricht einer
Dichte knapp unterhalb von halber Fiillung. Man erkennt, dal das System eine Instabilitit zu
einem antiferromagnetischen Verhalten zeigt.
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Abbildung 2.4: Wie Abbildung 2.3, aber mit u = —0.02.
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Abbildung 2.5: Ein Phasendiagramm des Hubbardmodells fiir kleine U und nahe halber Fiillung, ' = 0, das
sich aus den Renormierungsrechnungen ergibt.
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Abbildung 2.6: Das kritische A., bei dem die Rechnungen divergieren.
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2.5.1 Symmetrien des Hubbardmodells
Eichsymmetrie:

cis —exp(ia)cly, o — exp(—i@)cys

Der Hamiltonoperator ist unter dieser Transformation invariant. Als Konsequenz ist die Teilchenzahl N, =
Yiic Ch s Ciic eine Erhaltungsgrofe.

Spinsymmetrie: Mit Hilfe der Paulimatrizen

o (01 o (0 i o_(1 0
*“\1ro) i o) % lo -1

kann man lokale Spinoperatoren

h
— § i —
SOC,X - E Cxc(ca)G,O"CxO") (01 _-x7y7Z
o,0’

und globale Spinoperatoren
Sa = ZS a,x
X

einfithren. Hiufig arbeitet man auch mit Auf- und Absteigeoperatoren
Si=S8,£iSy, S —22& oy S-=8]
+ — Ox Vs +_2ﬂ)(rxia - =0y
n
Die Operatoren erfiillen eine SU (2)-Symmetrie. Es gelten die Vertauschungsrelationen

Sk, Sy] = ihsS,

und zyklisch. AuBerdem vertauschen diese Operatoren mit H, so daB H, S? und S, (oder eine andere Kompo-
nente) gleichzeitig diagonalisiert werden konnen.
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Teilchen-Loch Transformation. Unter der Transformation
Cis = Croy,  Cro — Chg

transformiert sich der Hamiltonoperator

H—H = Z txycxgcw—i-UZchcwc ! XT
7y7
- Z tr ycyacm + UZ TC’CT lew)
X,,0
- Z txycmcmrUZch clexjt +U(N = N,)
ﬂ}’l ,O

Die Teilchen-Loch Transformation ist also im Allgemeinen keine Symmetrie-Transformation des Hubbardmo-
dells. Sie ist aber niitzlich, da sie erlaubt, Eigenzustinde des Hubbardmodells in andere zu transformieren.
Oft hat man ein Gitter, das in zwei Untergitter A und B zerfillt, so daB 7, , = 0 gilt, wenn x und y auf dem
gleichen Untergitter liegen. Beispiel: Quadratgitter oder kubisches Gitter mit nichtverschwindenden Matrix-
elementen 7, , nur fiir benachbarte Gitter. Solche Gitter heilen paare Gitter. Auf diesen Gittern kann man die
Transformation

clg = cigfallsx €A, cly — —cisfallsx € B

Diese Transformation veréndert das Vorzeichen der kinetischen Energie. Fiihrt man diese Transformation zu-
sammen mit der Teilchen-Loch Transformation durch, so geht der Hamiltonoperator bei halber Bandfiillung
(d.h. N, = N) in sich tiber. Damit hat man also eine weitere Symmetrie.

Weitere Symmetrien. Das Hubbardmodell hat in speziellen Fillen weitere Symmetrien. Auf einem paaren
Gitter bei halber Fiillung gilt es statt der SU(2) eine SU(2) x SU(2) = SO(4) Symmetrie. Es wird sogar eine
approximative SO(5)-Symmetrie fiir das Hubbardmodell diskutiert, besonders im Hinblick auf die Hochtem-
peratursupraleiter. In einer Dimension gibt es viele zusatzliche Symmetrien. In diesem Fall kann man das
Hubbardmodell sogar exakt 16sen, und zwar mittels des Bethe-Ansatz. Das ist ein spezieller Ansatz fiir Eigen-
zustdnde von eindimensionalen Modellen. Fiir das Hubardmodell stammt diese Losung von E. Lieb und F. Wu
(Phys. Rev. Lett. 20, 1445 (1968)).

2.5.2 Das Hubbardmodell bei halber Flillung: Antiferromagnetismus

Der Hamiltonoperator des Hubbardmodells

H= ZIXnyoCyG"‘UZCxT Cy CxlCxt

X, 5,0

kann in der Form

H=Y t\C} 50— ZS + = UN

Ko 3h2
geschrieben werden. In der zweiten Form erkennt man deutlich, da die Wechselwirkung versucht, den Spin
pro Gitterplatz zu maximieren. Ist U sehr grof8 und ist N, = N (halbe Fiillung), dann hat man ein Elektron
pro Gitterplatz. In welcher Richtung ist der Spin der Elektronen ausgerichtet. Man kann in einem Zustand, bei
dem jeder Gitterplatz einfach besetzt ist, virtuelle Hiipfprozesse zulassen. Dabei hiipft ein Elektron von einem
Gitterplatz auf einen anderen und sofort wieder zuriick. Der Zwischenzustand ist wegen der Wechselwirkung
um die Energie U hoher als der Grundzustand. Jedes Hiipfen hat ein Matrixelement #, so daf} der Energiegewinn
fiir diesen ProzeB von der GroBenordnung ¢?/U sein wird. Allerdings ist dieser ProzeB nur moglich, wenn das
Elektron, das auf einen besetzten Gitterplatz hiipft, einen anderen Spin hat als das Elektron, das sich dort
befindet. Das bedeutet, dal man die Energieabsenkung durch virtuelle Hiipfprozesse nur bekommen kann,
wenn Elektronen auf benachbarten Giterplitzen einen umgekehrten Spin haben. Diese Situation liegt in einem
Antiferromagneten oder allgemeiner in einem Ferromagneten vor.
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Diese Uberlegung kann man noch formalisieren. Dazu fiihren wir eine unitéire Transformation
H — exp(S)H exp(—S)

durch mit dem Ziel, die kinetische Energie im Hamiltonoperator, die ja doppelt besetzte Plitze erzeugt, zu
eliminieren. Dazu machen wir fiir § den Ansatz

S= Z Sx,y,6Cx,6Cy,0

x,),0

und werten die Transformation stérungstheoretisch aus. Dann gilt

315,15, )] -+

H — Hww + Hkin + [S, Hww] + [S, Hyin] + 5

Es ist wichtig zu beachten, dal man Hy;, in der Form
Hiin = Hxin,0 + Hxin,1

zerlegen kann. Hy;, o ist der Anteil, der die Anzahl doppelt besetzter Plitze nicht verdndert, Hy;, 1 verdndert sie
um +1. Es gilt

_ 2 %
Hkin,l = Z txg}(”x,fd _ny,*G) Cy,6Cy0
'x7y‘,6

Ich wihle S so, daf3
Hyin1 + [S,Hww]| =0
gilt. Damit hat man
1
H — Heff = Hww + Hino — E[S’ S, Hww]] + -

Es gilt

S, Hww] = U Z Sxyo(Mx—c — ”ﬁy,—c)cjc,ocyﬁ
X,y7U
und damit

t
SXJ‘,G = %(”/ﬁ*ﬁ - ny776)

Sei Py der Projektor auf Zustinde, bei denen jeder Gitterplatz einfach besetzt ist. Beschrinkt man sich in Hegr
von vornherein auf diese Zustinde, so gilt

Her = PSHwwSR
= UPOSZPO
= UPOZ ”x —6 — Ny —g)C, Cr6Cy,0 Z

x.%,0 X'y o'

tx/ / s
U (”x —o’ — Ny, —o')C x,6' Y, o' Fo

= _7P0 Z X,y chy(’c G/CX7G/P0
x,y,0,0’

= 7P0 Z X,y x()‘cycf/c G/CXGPO Z

X,y,0,0" i
22, .
x7y
= LS 5h
xy
1 2
+ PO Z X,y xO'CXGC G/C%G/PO_EZIXJ
X,y

x,y,0,0"

27,
= 25, 5,Py
Loth
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In diesem Modell sieht man deutlich die antiferromagnetische Kopplung. Benachbarte Spins werden sich an-
tiparallel ausrichten. Dieser effektive Hamiltonoperator ist das antiferromagnetische Heisenbergmodell. Auf
dem kubischen Gitter in drei Dimensionen hat dieses Modell eine kritische Temperatur, unterhalb derrer eine
langreichweitige Ordnung der Spins auftritt. In zwei Dimensionen gibt es eine langreichweitige Ordnung nur
bei T = 0 (Mermin-Wagner Theorem).

Eine Rechnung, wie wir sie hier durchgefiihrt haben, kann man in systematischer Weise auch mit konti-
nuierlichen unitiren Transformationen durchfiihren. Das erlaubt einem die systematische Entwicklung eines
effektiven Hamiltonoperators auch abseits von halber Fiillung und in beliebig hohen Ordnungen.

2.5.3 Ferromagnetismus im Hubbardmodell

Ausgangspunkt:
. 2U = 1
H=Y t,C 5C06——5 3.5+ 7UN,
X,y,0 i 3n X 2

Mean-field Rechnung:

S <§X> = SE(C;,TC)C,T Cx ¢Cx7l)
2US . 1 2UN ,
Hyy = xg,ctx,ycjc,acy,o ETE . (C;,Tcxﬁ XLCx )+ 2UN + ?S
2USo . . 1 2UN ,
= &——F7)¢; ot 7UN+ S
zzc( e Jaeie 312

S ist hier ein Variationsparameter, der bestimmt wird, indem die Energie minimiert wird. Die Grundzustands-
energie ist

Ey — l 2UN +Z 2USG (875_%)
-y SZ+NZ/dsp 8+76)8f(8)
2
— ;UN +23ZNSZ+2N/d£p (e)ef(€)
NUS” [aep' @perte)
24NU4S4

344%4/ ep™(2)ef(e) +

1 1
= N(eo+ 5aS2 + st“ +--)

typischerweise gilt b > 0, andernfalls mufl man hohere Terme beriicksichtigen. Fiir a > 0 hat man ein Minimum
bei § =0, d.h. kein Ferromagnetismus. Fiir a < 0 hat man ein Minimum bei S # 0, d.h. Ferromagnetismus.

4NU252 y
“ = 3h2 ok /d Vefte
- 0 U/dep e)+ef'(e))
2NU
vy (1—§U(P(8F) erp’(er))
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Die letzte Beziehung gilt fiir tiefe Temperaturen. Der letzte Term ist klein, da die Ableitung der Zustandsdichte
an der Fermikante klien ist. Wir vernachlédssigen diesen Term. Man findet also a < 0 und damit S # 0 falls
Up(er) > 3.

Die mean-field Rechnung hat ein Problem. Sie ist eigentlich eine Entwicklung in SU. Ferromagnetismus tritt
fiir groBe U auf, also in einem Bereich, indem die Methode ihre Giiltigkeit verliert. Tatséchlich iiberschitzt die
mean-field Rechnung das Auftreten von Ferromagnetismus. Zudem steht der Ferromagnetismus in Konkurenz
zum Antiferromagnetismus. Trotzdem kann man Ferromagnetismus fiir groBe U oder grofie p(&r) erwarten.
Zudem gibt es ein exaktes Resultat, das Theorem von Nagaoka, das besagt, dal das Hubbardmodell einen fer-
romagnetischen Grundzustand (genauer: S = N, /2) im Limes U — o besitzt, falls N, = N — 1. Dieses Resultat
gilt prézis auf einer grofen Klasse von Gittern, das Quadratgitter und das kubische Gitter eingeschlossen.

Daneben gibt es spezielle Gitter, die in bestimmten Bereichen eine sehr hohe Zustandsdichte haben. Dazu
gehoren das Kagomegitter in zwei Dimensionen und das octahedrische Untergitter eines Spinells in drei Di-
mensionen. Fiir diese Gitter kann man exakt zeigen, daf es in einem weiten Dichtebereich und fiir viele U
Ferromagnetismus gibt.

Copyright (©)2014ff Andreas Mielke




3 Hochtemperatursupraleitung: Dotierte
Mottisolatoren

3.1 Vorbemerkungen

Durch die Entdeckung der Hochtemperatursupraleiter im Jahr 1986, fiir die J.G. Bednorz und K.A. Miiller
1987 mit dem Nobelpreis http://www.nobel.se/physics/laureates/1987/ ausgezeichnet wurden, ist
das Interesse an stark korrelierten Elektronensystemen sprunghaft gestiegen. Das Hubbardmodell oder Erwei-
terungen des Hubbardmodells wurden zunichst zur Beschreibung der elektronischen Eigenschaften dieser Sys-
teme im Normalzustand vorgeschlagen. Spiter wurde sogar vermutet, daB fiir die Entstehung der Supraleitung
ausschlieBlich oder hauptsidchlich elektronische Anregungen (also keine Phononen) verantwortlich sind. Ziel
dieses Kapitels ist es, in diesen Bereich der modernen Forschung einzufiihren. Dabei beschrianken wir uns auf
die Diskussion der elektronischen Modelle, also auf das Hubbardmodell und seine Erweiterungen. Alle anderen
Aspekte der Hochtemperatursupraleiter werden nicht diskutiert.

Einen Uberblick iiber den derzeitigen Stand der Theorie liefert der Ubersichtsartikel von P.A. Lee, N. Nagosa
und X.-G. Wen, Doping a Mott Insulator: Physics of high-temperature superconductivity. Rev. Mod. Phys. 79,
1-6 (2006).

Die Materialien, die Hochtemperatursupraleitung zeigen, sind sehr komplex und haben ein reichhaltiges
Phasendiagramm. Nicht nur die supraleitende Phase, auch andere Eigenschaften der Hochtemperatursupraleiter
sind lange Zeit nicht verstanden gewesen. Deshalb wurden diese Systeme intensiv experimentell untersucht.
Viele experimentelle Verfahren wurden deutlich verfeinert, um genauere Daten zu Hochtemperatursupraleitern
zu bekommen.

Folgende Aspekte sind allen Hochtemperatursupraleitern gemein:

1. Gemeinsames Strukturmerkmal dieser Materialien sind die CuO,—Ebenen.
2. Im undotierten Fall sind die Materialien Isolatoren.

3. Im undotierten Fall ist das Leitungsband halbgefiillt. Es handelt sich auf Grund der Bandstruktur also
nicht um klassische Isolatoren, sondern um Mottisolatoren.

4. Im undotierten Fall gibt es eine langreichweitige, antiferromagnetische Ordnung, die aber bei Dotierung
schnell verschwindet.

3.2 Modelle fir Hochtemperatursupraleiter

Ein gemeinsames Strukturmerkmal aller Hochtemperatursupraleiter sind die CuO,—Ebenen. Je nach Material
kann man in diesen Ebenen noch weitere Sauerstoffatome hinzunehmen, so da3 man z.B. Schichten aus Okta-
edern erhilt. Diese Oktaeder sind dann allerdings verzerrt (Jahn-Teller-Verzerrung): Der Abstand zwischen Cu
und O in der Ebene ist kleiner als der Abstand zwischen Cu und O auB3erhalb der Ebene. Je nach Material kann
man also das einfache Modell der CuO,—Ebenen durch Hinzunahme weitere Strukturelemente an die Reali-
tdt anpassen. Dazu gehort dann auch die Kopplung der Ebenen zu einer dreidimensionalen Struktur. Da diese
Ebenen aber das auf den ersten Blick einzige gemeinsame Strukturmerkmal dieser Materialien ist, sollte ein
wesentlicher Teil der physikalischen Eigenschaften der Hochtemperatursupraleiter mit der Ebenenstruktur zu-
sammenhéngen und durch ein einfaches Modell fiir diese Ebenen beschrieben werden kdnnen. Ausgangspunkt
unserer Uberlegungen ist also ein Modell fiir Elektronen in den CuO,—Ebenen.
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3.2.1 Einteilchen-Hamiltonoperator

Der einfachste Einteilchen-Hamiltonoperator, den man angeben kann, ist

Hy=¢4 Z ny + €p Z ny+t Z (cloCyo + c;c,cm)
X€EA yEB <x€A,yeB>,c
Dabei sind A und B die beiden Untergitter (A fiir Cu, B fiir O) der CuO,—Ebene, €4 p die Energien fiir Elektro-
nen auf diesen Gitterpldtzen und ¢ das Hiipfmatrixelement zwischen benachbarten Gitterplidtzen. Die Notation
< .,. > bedeutet, da} die beiden Gitterplidtze benachbart sind. Jede Elementarzelle des Gitters enthélt drei
Gitterplitze. Die Elementarzellen bilden ein Quadratgitter.

Aufgrund der Struktur der 3d-Orbitale des Cu und der p-Orbitale des O werden hiufig die Vorzeichen der
Hiipfmatrixelemente nicht konstant gewéhlt. Durch eine geeignete Umeichung ist es aber moglich, ein einheit-
lich positives oder negatives Hiipfmatrixelement zu erhalten.

Nach einer Fouriertransformation erhilt man

3
Hy=Y Y hab (k)€ 4 6Chbo
T abal

Die Indizes a,b sind die Bandindizes fiir die drei Bénder. Die Matrix H (k) = (hqp(k))qp=12,3 hat die Gestalt

€A 2tcos(ky/2) 2tcos(ky/2)
H(k)=| 2tcos(ky/2) €p 0
2t cos(ky/2) 0 €

und kann leicht diagonalisiert werden. Die Eigenwerte sind

s+ €

g2k) = 2i\/(é‘f‘g&g>2+4t2(cos2(kx/2)—|—cos2(ky/2))
&k) = ep

Eines der Bénder ist flach. Fiir den Spezialfall €4 = € = 0 ist dieses Gitter das paare Gitter, daf} bei der
Diskussion des Theorems von Lieb als Beispiel fiir einen Ferrimagneten diente.

Im Fall der Hochtemperatursupraleiter ist im undotierten Zustand der Sauerstoff als O>~ und Kupfer als
Cu”* ionisiert. Das bedeutet, daB alle p-Orbitale im Sauerstoff doppelt besetzt sind und die d-Orbitale im Cu
einfach. Das Modell hat demnach fiinf Elektronen pro Elementarzelle, d.h. ein Loch pro Elementarzelle. Damit
ist das oberste Band & (k) einfach besetzt, die beiden anderen Binder sind doppelt besetzt. Das bedeutet, daf3
im undotierten Fall ein Metall vorliegen wiirde.

Das Modell kann noch erweitert werden, indem man ein zusitzliches Hiipfmatrixelement 755 zwischen den
B-Gitterplétzen einfiihrt. Das fiihrt zu einer Verbreiterung des flachen Bandes und zu einer leichten Modifika-
tion der anderen Binder, dndert aber an den grundsétzlichen Eigenschaften des Modells nichts.

3.2.2 Wechselwirkungen

Die Hochtemperatursupraleiter sind im undotierten Fall Isolatoren mit einer antiferromagnetischen Spinord-
nung. Die Coulombwechselwirkung der Elektronen fiihrt also zu einem korrelationsinduzierten Isolator und zu
einer antiferrmagnetischen Ordnung.

Die wichtigsten Wechselwirkungsbeitrige sind

Hyww = Uy anTnx¢+UB ZnyTnyi—l—UAB Z Nyny

xXEA yEB <x€A,yeB>
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Die kinetische Energie ist

Hyin = & Z Ny + €p Z ny+1t Z (ChoCyo + Cy5Cxo)

X€EA yEB <x€A,yeB>,o

/ +
+t Y Cotye
<yEB,y'€B>,0

und damit lautet der Hamiltonoperator
H = Hyin + Hww

Dieses Modell enthilt sechs unabhingige Energieparameter: Die drei Wechselwirkungen Uy, U, und Ugp
sowie die drei Parameter in der kinetischen Energie A = &4 — €g, ¢ und #’. Da die A-Gitterplitze die Cu-
Atomriimpfe representieren und die 3d—Orbitale des ionisierten Cu relativ klein sind, kostet die Doppelbe-
setzung dieser Gitterplétze besonders viel Energie. Der Parameter Uy wird also der grofite sein.

Mit dieser Uberlegung betrachten wir zunédchst den Limes sehr groBer Uy. Im Limes Uy — oo sollten bei
einem Loch pro Elementarzelle die B-Gitterplidtze doppelt besetzt sein und die A-Gitterplétze einfach. Eine
Bewegung der Elektronen ist damit nicht moglich, alle Spinkonfigurationen sind entartet. Diese Situation ken-
nen wir vom Hubbardmodell auf dem Quadratgitter bei halber Fiillung. Ist U4 groB aber endlich, dann sind
virtuelle Prozesse moglich, bei denen Elektronen auf den A-Gitterplédtzen ausgetauscht werden. Dazu sind vier
Hiipfprozesse mit der Hiipfamplitude ¢ notig. Die virtuellen Zwischenzustinde haben die Energiedifferenzen
Uy —Up+ A, Ugp — Aund A — Ug. Analog zum Hubbardmodell erhilt man also eine Austauschwechselwirkung

der Stirke J = — = ff)( Up=A) Damit erhilt man also wie beim Hubbardmodell eine antiferromagnetische
Ordnung im Grundzustand. Das entspricht genau den Erwartungen, die wir mit der Konstruktion dieses Modells

verbunden haben.

3.2.3 Ein effektives Einbandmodell

Ausgangspunkt ist wie oben das Drei-Band-Hubbardmodell mit den beiden Untergittern A und B. Der Hamil-
tonoperator kann in der Form
H=Hy+H,+H_ 3.1

geschrieben werden. H, transferiert ein Elektron von B nach A, H_ = H' umgekehrt ein Elektron von A nach
B. Hy 146t die Anzahl der Elektronen auf den beiden Untergittern invariant.

FluBgleichungen:
n=H_—-H, (3.2)

dH

W: [TI,H] = [H*>HO]_[H+7HO]_2[H+7H7] (3.3)
dH,
7 = “2H.H] (3.4)
dH
7d£+ = —[H+,H0] (35)
dH_
7 = [H-Ho 3.6)

H_ enthilt alle denkbaren Hiipfmatrixelemente, die ein Elektron von einem auf einen benachbarten Gitterplatz
hiipfen lassen.

Hio= Y  (t4+1anco+10sny_o +0asN—oly—o)CisCyo (3.7
<x€A,yeB>,c
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< x € A,y € B > bedeutet, da} x und y benachbarte Gitterpldtze sind und dall x auf A und y auf B liegt.
Beschrinkt man H auf diese Terme, dann enthilt Hy nur Terme mit maximal drei benachbarten Gitterplétzen.
Dafiir verwende ich die Notationen < x € A,y € B,x' € A > etc. Man erhiilt

Hy = SAan+83Zny+UAanTnxi+UBZn)’Tnyl
X€EA YEB X y

1 S5 o
+J4n Z [Enxny —28,-S,] +Kap Z (Mg ny — nygny ny
<x€A,yeB> <x€A,yeB>

+1a Z C;gcx’o + 144 Z (nxfc + nx’—o)cjcgcx’c

<x€AX €EA>C <xX€EAX EA>C
T T
+tp Z CysCyo +1BB Z (ny_g + nyr_c)cyc,cy/a
<yeB)y eB>c <yeB)yeB>c
. - - -
+ Z GT[KAB + KzaB (nx—c +nx’—'r) +K3Aan—O'nx’—'r]Cxccy_gcy—rcx"r
<x€A,yeBx €A>oT
- - . -
+ Z GT[KBA + Kopa (”y—o + ny'f‘L') + K3BAny—O'ny’f'r]Cyocx—cycx—’rcy’r

<yEBx€AYEB>0T

Einige der Terme in Hy sind verschwinden anfangs, werden aber durch die Transformation erzeugt.

Beachtet man, daf} nach einer Teilchen-Loch-Transformation daf System nur ein Elektron (bei Dotierung
weniger) pro Elementarzelle enthilt, und daf3 €4 deutlich kleiner ist als £z (dies wird durch die FluBgleichungen
noch verstédrkt), dann hat man am Ende nur noch Elektronen auf dem Untergitter A. Das bedeutet, da3 man
nach der Transformation alle Terme weglassen kann, die Erzeugungs- oder Vernichtungsoperatoren auf dem
Untergitter B enthalten. Der effektive Hamiltonoperator lautet damit

Her = &4 ZHX—FUAanan (38)
XEA X
+ia ), ClgCootian Y, (Mot g)Ciglio (3.9)
<x€AxX€EA>C <x€EAX€EA>C

Der letzte Term zerstort die Teilchen-Loch-Symmetrie. Das ist wichtig, da das Drei-Band-Hubbardmodell eben
gerade nicht Teilchen-Loch symmetrisch um die Dichte von einem Elektron pro Elementarzelle ist.

Die Parameter in H.¢ konnen mit Hilfe der FluBgleichungen hergeleitet werden. Dabei ist aber zu beachten,
daB die vernachlissigten Terme dadurch, da3 man Teilchenzahloperatoren und Produkte von Teilchenzahlope-
ratoren durch ihre Erwartungswerte ersetzt, auf die mitzunehmenden Terme zuriickkoppeln. Die Details dieser
etwas komplizierteren Rechnung lassen wir hier weg.

3.2.4 +—J Modell

Wir haben gesehen, dafl das Hubbardmodell fiir gro3e U bei halber Fiillung dquivalent zum antiferromagne-
tischen Heisenbergmodell ist. Das gleiche gilt fiir (3.8,3.9). In der Tat sind die Hochtemperatursupraleiter im
undotierten Zustand Antiferromagneten. Diese werden dann dotiert. Statt des Hubbardmodells wird hiufig das
sogenannte ¢ —J Modell zu Beschreibung dieser Situation verwendet. Der Hamiltonoperator lautet

H=t Z (1 —=ny—g)cigyo(l —ny_g)+J Z SeSy (3.10)

<x,y>0 <X,y>

Dabei sind S, die oben eingefiihrten lokalen Spinoperatoren. Wichtig ist, dal der Hilbertraum, auf dem dieser
Hamiltonoperator definiert ist, keine doppelt besetzten Gitterplitze enthilt. Wenn man sich auf diesen Hilber-
traum beschrénkt, kann man die Faktoren (1 —n,/y ;) in dem Term o ¢ auch weglassen.

Fiir halbe Fiillung, also ein Elektron pro Gitterplatz, ist dieser Hamiltonoperator identisch mit dem Heisen-
bergmodell. Bei weniger Elektronen beschreibt er einen dotierten Antiferromagneten. Da der Antiferromagnet
auch ein Mott-Isolator ist, spricht man auch von einem dotierten Mott-Isolator.

Das t —J Modell kann entweder aus dem Ein-Band-Hubbardmodell wie in Abschnitt 2.5.2 hergeleitet werden
oder aus (3.8,3.9) oder direkt aus dem Drei-Band-Hubbardmodell. Die Kopplung J ist wie oben diskutiert von

4
der Ordnung (UA—UB+AZ)(UB—A)2'
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3.3 Frustierte Spinsysteme

3.3.1 Grundlegende Ideen

Bei halber Fiillung hat der Grundzustand von (3.10) antiferromagnetische Ordnung. Die antiferromagnetische
Ordnung wird aber durch eine schwache Dotierung schnell zerstort. In Hochtemperatursupraleitern geniigt 1%
Dotierung, um den Antiferromagneten zu destabilisieren. Damit ergeben sich folgende Fragen:

1. Wie sieht das Spinsystem bei schwacher Dotierung aus?
2. Wie bewegen sich Locher in diesem Spinsystem?
3. Welche effektive Wechselwirkung vermitteln die Spinfluktuationen zwischen den Lochern?

ad 1.: Die grundlegende Idee zu dem Grundzustand des Spinsystems stammt von Anderson, Baskaran und Zhou.
Danach befindet sich das Spinsystem in einem Resonating-Valence-Bond (RVB) Zustand. Es gibt inzwischen
von verschiedenen Autoren verschiedene verwandte Vorschlige fiir einen solchen Zustand. Alle diese Zusténde
haben im undotierten Fall eine Energie, die nur knapp iiber der Grundzustandsenergie liegt, sie haben keine
langreichweitige antiferromagnetische Ordnung, aber lokale antiferromagnetische Ordnung.

ad 2.: Wenn sich ein Loch durch den Spinhintergrund bewegt, werden die Spins auf dem Gitter verschoben.
Dadurch wird eine (lokale) antiferromagnetische Ordnung der Spins gestort. Die Bewegung eines einzelnen
Lochs wird dadurch erschwert.

ad 3.: Wenn sich zwei Locher korreliert durch den Spinhintergrund bewegen, kann das zweite Loch die
Defekte, die das erste Loch durch seine Bewegung im Spinhintergrund erzeugt hat, teilweise ausheilen. Damit
wird die korrelierte Bewegung von zwei Lochern begiinstigt. Es gibt also eine moglicherweise eine effektive,
attraktive Wechselwirkung zwischen den Lochern.

Wenn diese Ideen die Realitdt zumindest qualitativ beschreiben, ist es zunichst wichtig, den Grundzustand
des Spinsystems besser zu verstehen.

3.3.2 RVB-Zustande

Wir wollen zunichst ein Konzept kennenlernen, das zumindest fiir einige frustierte Spinsysteme relevant ist
und sogar zur Beschreibung von langreichweitiger Ordnung genutzt werden kann, die valence bond (VB) oder
resonating valence bond (RVB) Zustinde. Es gibt eine Reihe von Gittern, fiir die man zeigen kann, dafl das
Heisenbergmodell einen Grundzustand hat, der sich so beschreiben 146t.

Wir bezeichnen zunichst durch |
V2

ein Singulettpaar auf den Gitterpliitzen x und y. Wihlt man auf einem Gitter eine Uberdeckung P von Paaren

aus, dann ist
Py = [T I(xy)
(x,y)eP

(x,y)) = ([Txdy) — HxTyn

ein Singulett-Zustand. Diese Art von Zustand bezeichnet man als VB-Zustand. Betrachtet man alle VB-Zustéinde,
dann bilden diese ein iibervollstindiges System. Jeder Singulett-Zustand kann in der Form

W) = ;A(P) IT Gy

(x,y)eP

geschrieben werden. Da die Zustéinde |P) iibervollstindig sind, ist diese Darstellung nicht eindeutig. Sie ist aber
niitzlich, wenn man Variationszustinde sucht. Ein populédrer Variationsansatz ist durch

¥) =) [T alx—yDICxy)

P (xy)ep
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also

A(P)= TT allx—yl)

(x.y)epP

gegeben. Ein solcher Zustand wird als RVB-Zustand bezeichnet.

Fiir praktische Rechnungen mit solchen Zustinden ist es niitzlich, von einem konkreten Gitter als Beispiel
auszugehen. Im folgenden kann man dazu immer das Quadratgitter benutzen. Das Gitter wird in zwei gleich-
michtige Untergitter, A und B zerlegt und es sei

allx—3)) =0

falls x und y auf dem gleichen Untergitter liegen. Fiir das Quadratgitter oder andere paare Gitter ist diese Zer-
legung natiirlich, sie kann aber auch fiir viele frustrierte Gitter eingefiihrt werden. Betrachten wir als nichstes
den Uberlapp zweier VB-Zustinde

(P'|P)

wobei in P und P’ nur Singulettpaare vorkommen sollen, bei denen die Spins auf unterschiedlichen Untergittern
liegen. Als erstes Beispiel berechnen wir den Uberlapp von Produkten von zwei Singuletts. Es gilt

1
<(x1 7y2)(x27y1)‘(x1 7y1)(x27y2)> = Z(<TX1¢Y2‘ - <‘LXIT)’2’)(<TX2\LY1‘ - <~Lx2Ty1 ’)(’TX1¢Y1> - H’XITYI>)(‘TX2\L)’2> - fozT}’2>)
1
= Z(<TX1¢)’2‘ <Tx2\Ly1 ’ ‘TMJ%) ’TX2\LY2> + <\LX1T)’2| <¢X2TY1‘ ‘¢X1Ty1> HfmT)’z))

1
:2?

<(x1’y1)(vayZ)‘(xlayl)(XZvyZ» = %(<Txl\l’)'l‘ - <~Lx1Ty1 ’)(<Tx2¢y2‘ - <¢x2Ty2’)(’Tx1¢y1> - |¢X1Ty1>)(‘TX2¢Y2> - |¢X2Ty2>)

1
= Z(<TX1¢)'1‘ - <¢X1Ty1 ’)(’TX1¢Y1> - |¢X1Ty1>)(<TX2¢Y2‘ - (iszyzl)(‘sziy» - |$szy2>)

1
2
¥%

Entsprechende Rechnungen kann man generell durchfiihren. Es gilt
<Pl |P> _ 2nL—Nx/2

wobei ny die Anzahl der Schleifen ist, die (P’ |P) liefert und N die Anzahl der Gitterplitze. Eine Schleife C ist
bis auf zyklische Permutationen eine Folge von paarweise verschiedenen Gitterpunkten, C = (X1, y1,X2,Y2, -, Xn,Vn)-
Aufgrund unserer Konstruktion erhalten wir nur Schleifen, die abwechselnd einen Gitterpunkt aus A und einen
aus B enthalten. (P’ |P) enthilt jeden Gitterpunkt genau einmal, kann also als eine Uberdeckung {C;,i =

1,...,n.} des Gitters interpretiert werden. Die Norm des Zustand |¥) ist dann
Ly = Z Hf (@)
Gy i
wobei

allx—yl)
C)=2 R
f(C) (xgec 7

ist. Analog kann man Korrelationsfunktionen berechnen. Es gilt
/ 1 np—Ng/2
(P'|S3.83.0 |P) = Z2 L=Ns

falls x € A und x’ € A auf einer Scheife liegen, sonst verschwindet die linke Seite. Ebenso

<Pl‘ S3,XS3,y ’P> = —2’1L*Nx/2
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fiir x € A und y € B aud einer Schleife. Man kann dieses Problem also auf ein statistisches Problem von Schleifen
auf einem Gitter abbilden.

pP(C) =24 f(C)Zw
ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten einer Schleife C und es gilt

3an‘y

P(C):W

Die Korrelationsfunktion
(P]S3.:55. ')

Pz = 4Sz,z/ Zw
ist
Pz = Z p(C)
Ciz,7eC
wobei s, » = 1 falls die beiden Gitterplidtze auf dem gleichen Untergitter liegen und s, » = —1 falls sie auf

verschiedenen Untergittern liegen. Die Grof3e
= sz,z’ = N;1 sz,z’
7 &4

ist die mittlere Schleifenlidnge. Ist diese GroBe extensiv, also £ «< Ny, dann hat das System eine langreichweitige
Ordnung.

3.3.3 Der Néel-Zustand

Wenn das oben beschriebene Konzept sinnvoll sein soll, dann mufl es moglich sein, den Néel-Zustand zu be-
schreiben, der eine gute Approximation fiir den Grundzustand des Heisenberg-Antiferromagneten und Aus-
gangspunkt fiir die lineare Spinwellentheorie ist. Der Néel-Zustand hat maximale Ordnung: Die Spins auf
jedem Untergittern sind alle in die gleiche Richtung ausgerichtet. Einen solchen Zustand erhélt man, wenn man
a(lx—y|) =1 setzt.

Fiir diesen Zustand berechnen wir zuerst Zy. Es gilt

1
Zy =57 Z 2™
2N i

Die Summe l4uft iber alle Aufteilungen des Gitters in Schleifen. Bezeichnen wir mit n; die Anzahl der Schleifen
mit Léange 2, so gilt
Zl’li =nr
1

) ini=Ny/2
i

Die Anzahl der Aufteilungen des Gitters in n; Schleifen der Lénge 2, n, Schleifen der Linge 2, etc ist

(%)
Hii"in,-!
Damit gilt
A 2 1 Ny N
! ZNX/Q( 2 ) {ni}:X;inj=N;/2 i inini! 2NS/2( 2 ) ( 2 " )

Die mittlere Schleifenlinge ist

1 N 4 M 2
1=7Z4'5 G Y (wYPm ][] = (/2 42)
2N 2 myxim=ny/2 Vs Pt 3
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Die Summen wurden jeweils mit Hilfe bekannter Formeln aus der Kombinatorik ausgewertet, siche e.g. Abra-
mowitz, Stegun, Handbook of Mathematical Functions, Dover, darin Kapitel 24. Da alle Gitterplitze gleichbe-
rechtigt sind, erhélt man fiir die Korrelationsfunktion

N+l
P = 3N, — 1)

fir z # 7. Naiv hitte man fiir den Néel-Zustand p, ; = 1 erwartet. Das wiire das Resultat fiir einen Zustand, fiir
den auf einem Untergitter alle Spins nach oben, auf dem anderen alle nach unten zeigen. Tatsichlich kann man
aber die Richtungen der Spins beliebig rotieren und alle diese Zustinde linear kombinieren. Nur so erhélt man
einen Zustand mit Gesamtspin S = 0. Fiir diesen Zustand ist gerade p, ; = %

3.3.4 Kurzreichweitige Korrelationen

Ein zweiter Extremfall sind Zustéinde, fiir die a(Jx —y|) = 1 fiir benachbarte Gitterplitze gilt, a(jx —y|) =0
sonst. Solche Zustédnde werden auch Dimerzustinde genannt. Fiir diese Zustidnde gibt es keine langreichweitige
Ordnung, die mittlere Scheifenléinge ist nicht o< Ns. Allerdings lassen sich fiir diesen Fall keine analytischen
Ergebnisse dafiir angeben, wie die Korrelationsfunktion mit dem Abstand abfillt. Es gibt Argumente fiir einen
algebraischen Abfall und solche fiir einen exponentiellen Abfall. Auch numerische Simulationen lassen keinen
eindeutigen Schlufl zu. Man sicht aber, dal der RVB-Ansatz allgemein genug ist, um sowohl langreichweitige
als auch kurzreichweitige Korrelationen gut zu beschreiben.

3.3.5 Das zweidimensionale Heisenbergmodell

Liang, Doucot und Anderson haben Variationsrechnungen fiir das Heisenbergmodell auf dem Quadratgitter mit
RVB-Zustinden gemacht (Phys. Rev. Lett. 61, 365-368 (1988)). Diese Ergebnisse wurden zwar von anderen
Autoren noch etwas verbessert, stellen aber die besten Rechnungen fiir das Heisenbergmodell auf dem Qua-
dratgitter dar. Der energetisch niedrigste Zustand hat eine Grundzustandsenergie pro Gitterplatz von —0.6688J
und a(]x — y|) e |x — y|=*. Er zeigt langreichweitige Korrelationen, p. s geht gegen 0.12 fiir groBe Abstéinde
(also weniger als im Néel-Zustand). Die Autoren betonen aber auch, dal es Zustdnde ohne langreichweitige
Ordnung gibt, die energetisch sehr nahe am Grundzustand liegen. Fiir endliche Temperaturen hat man wegen
des Mermin-Wagner Theorems natiirlich keine langreichweitige Ordnung. Man kann aber erwarten, daf sich
durch die Einfiihrung von Frustration in diesen Systemen die langreichweitige Ordnung auch unterdriicken 146t.

Analytisch 148t sich das Problem behandeln, wenn man einem Argument von Flory aus der Theorie der
Polymere folgt: Wir betrachten hier ein Modell von Schleifen auf einem Gitter. Innerhalb einer Schleife besteht
eine Abstofung, denn die Schleife kann einen Gitterplatz nur einfach durchlaufen. Zwischen den Schleifen
besteht ebenso eine Wechselwirkung, die verhindert, dal zwei Schleifen durch den gleichen Gitterplatz laufen.
Nach Flory fithrt die Wechselwirkung innerhalb einer Schleife dazu, dal diese sich aufblidht, wihrend die
Wechselwirkung der Schleifen untereinander eine einzelne Schleife zusammendriickt. Diese Effekte heben sich
eventuell auf und man kann die Wechselwirkung der Schleifen vernachldssigen. Fiir den Fall des Néel-Zustands
liefert dieses Argument tatsdchlich das exakte Resultat. Es gibt gute Griinde anzunehmen, dal3 Florys Argument
fiir d > 3 Dimensionen qualitativ richtig ist. Fiir eine Dimension ist es definitiv falsch. In zwei Dimensionen ist
die Situation nicht klar. Wegner hat diese Naherung fiir den Heisenbergantiferromagneten auf dem Quadratgitter
angewandt und erhilt fiir die Korrelationsfunktion p, » — 0.13. Allerdings ist das Ergebnis fiir die Energie pro
Gitterplatz mit £ = —1.0056J nicht gut. Fiir die Energie sind die kurzreichweitigen Korrelationen wichtig, die
mit Florys Argument sicher nicht richtig wiedergegeben werden.
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3.4 Feldtheoretische Beschreibung

3.4.1 Fermionen und Schwingerbosonen

Man kann Spins durch fermionische oder bosonische Operatoren ausdriicken. Die fermionische Darstellung ist

klar, es gilt
1 .

S3x = E(C;+C+ — Cy_Cx-)

— A
SJr,x = CX+CX,

— Af
S—,x = Cy_Cx+

1

Sl,x = 7

(Stat+S-—x)

1
SZ,x = Z(S+x - Sfx)

wobei ich einen Spin 1 durch ein +, einen Spin | durch ein — bezeichnet habe. Die Vertauschungsrelationen
fiir Spinoperatoren sind erfiillt, wenn

CrpCop+Ch o =1
Analog kann man Spins durch bosonische Operatoren darstellen. Seien b, und b, Vernichter und Erzeuger

fiir Bosonen auf dem Gitterplatz x. ¢ nimmt die Werte &1 an. Es gilt :

1, . .
S (B bxs — b by

S3,x = 2(

Six=Dbl by

S —x = b;f bx+
ie Vertauschungsrelationen fiir Spinoperatoren sind erfiillt, wenn
by by +bi_ b =1

Man berechnet

1

1 . .
S%,x—'_E(SJDXS*J_’_S*WSJMX) = < (bi by — b} by )

—_—

" (bijrbxf b;f byt + b;f bx+b;+bx, )

[\

(bjc+bx+ + b;f bxi )2

(bijrbx-&- + b;f bx— )

N —

AW 4+ A= 4 BN

[53,x75:|:,x] = :l:S:I:x
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[S-l- X x] bx+bx—b bx+ b bx+bx+bx— - 2S3x

Der Hamiltonoperator des Heisenbergmodells lautet

Z‘] X,y x+ax+ - a;fax, ) (a;+a)'+ - a;fay,)
23 Wy

1, . .
+ t T T
—1-5(aﬁax_ay,awr +a,_ariay ay)

wobei zusitzlich beachtet werden muB, daB die lokale Nebenbedingung a, a,; +a}_a,— =1 gilt. a und a" sind
entweder fermionische oder bosonische Operatoren. Der Projektionsoperator auf den Teilraum aller Zusténde,
die diese Nebenbedingung erfiillen, kommutiert mit H. Der Hamiltonoperator kann noch etwas kompakter in

der Form
1 . 1

H= 4 Z nyy(ca;'caa;raycaxf - 5)
X,y,0,T
geschrieben werden. { = +1 fiir Bosonen und § = —1 fiir Fermionen. Bis auf eine Konstante —% Yy yJxy lautet
der Hamiltonoperator
4
4 ZJx,yP x,y
xy

wobei der Operator P, , die Teilchen auf den Gitterplidtzen x und y vertauscht. Die Eigenzustéinde von H sind
symmetrisch gegeniiber dem Vertauschen von Bosonen. Fiir eine Zweiteilchenzustand gibt es also zwei Fille

1. Fiir Bosonen: Symmetrisch im Orts- und Spinraum, fiir Fermionen: Antisymmetrisch im Orts- und sym-
metrisch im Spinraum

1
ax+a;+|0>7 7( x+a +ax7 y+)‘0> Cl;ia;i‘(»

Das sind die Tripplett-Zustinde.

2. Fiir Bosonen: Antisymmetrisch im Orts- und Spinraum, fiir Fermionen: Symmetrisch im Orts- und anti-
symmetrisch im Spinraum

1
ﬁ(a)ﬁaarf xf y+)‘0>
Das ist der Singulett-Zustand.

Ein RVB-Zustand kann also in der Form

w-% I ““ e adn

P (xy)ep

geschrieben werden.

3.4.2 Feldtheoretische Formulierung

Wie im ersten Kapitel dieser Vorlesung angegeben kann man das Modell, wenn man es durch fermionische oder
bosonische Operatoren ausgedriickt hat, auch mit Hilfe von Feldern in einer Lagrangeformulierung schreiben.
Der Unterschied zu frither besteht nur darin, dafl keine kinetische Energie auftritt, sondern stattdessen eine
lokale Nebenbedingung. Die Wirkung ist
S= / ’ dtL
0
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L= F010(0)0s ~00s(8) LA E 0o (D000(5) — ) V(90 ) ()
mit
V060000 = 5 T Jesi o005 (D)00(D)00 (D)
xyGo"

wobei eine Konstante weggelassen wurde. A,(7) ist ein reelles Feld, das einen Lagrangeparameter darstellt. Die
Integration iiber A,(7) sichert, da die Nebenbedingung

Z ¢x6 ¢x6’ =1

gewihrleistet ist. Das chemische Potential ist wegen dieser Nebenbedingung eigentlich iiberfliissig. Im folgen-
den werde ich mich auf die Behandlung eines Modells mit Kopplungen zwischen benachbarten Gitterplitzen
beschrinken. Das Potential ist dann

V(WIG(T%%,G(T)})ZZJ Y, 0o(D97 0 0/(T)9rse,0(T) 0 (7)

x,i,0,0"

i durchlduft dabei die benachbarten Gitterplitze. Diese Wechselwirkung kann man mit einer Hubbard-Stratonovich
Transformation umformen, so daf} die resultierende Wirkung quadratisch in den Feldern ¢ und ¢* ist. Diese
konnen dann ausintegriert werden und man erhilt eine effektive Theorie, in der das Hubbard-Stratonovich Feld
und der Lagrangeparameter A, vorkommen. Diese effektive Wirkung kann dann zum Beispiel im Rahmen einer
Sattelpunktsnidherung (mean-field Niherung) untersucht werden, auch Fluktuationen um den Sattelpunkt kon-
nen studiert werden. Allerdings ist zu beachten, daf3 die resultiernde Theorie eine lokale Eichinvarianz besitzt.
Diese Schritte wollen wir im folgenden durchfiihren.

Hubbard-Stratonovich Transformation. Die Hubbard-Stratonovich Transformation ist nichts anderes
als ein Gaussintegral. Es gilt

J x * 2 * * *
CXP(—EZ z) o< /dxdx CXP(—jX X+X 2+ x)

Beachtet man, daf in dem Ausdruck fiir V jeder Term doppelt vorkommt, dann kann man die Summation iiber
i auf positive Richtungen beschrinken:

V{9:6(7):0x0(7)}) = CJ Y, 06(D)9) 0/(T)rrei0(T) o (7)

x,i,0,0"

= 72 Z(pxcr ¢X+€“ Z¢x+e, (PXG ))

xp(—V({9o(7)bra(®)}) = [ DLl (2)exp (—zxx, a7

+ Z(%x i Z ¢x+el ¢x (e + XX 1 Z (Px o ¢x+e, )))

Man erhilt so ein neues

Z¢m )(0z — W) ¢xo(T —lZl Z(Pm )$ro(T) = 1)

_721)61 Xx:
+ Z <Xx t Z ¢x+e,, (Px 9 + Xx l Z ¢x o ¢x+e, ))
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An dieser Stelle konnen die ¢ und ¢* ausintegriert werden. Bevor wir so eine effektive Wirkung ableiten, ist es
wichtig, die Symmetrien von L' zu untersuchen.

Lokale Eichsymmetrie. Schreibt man

Xxi(T) = Pri(7) exp(idyi(7))

dann kann man die lokale Eichtransformation in der Form

9:(7) = ¢x(7) exp(ign(7))
Aa(T) = Aa(7) + 92 9 (7)

Ari(T) = Ai(T) = Prte,(T) + 0u(T)
schreiben. Es gilt dann

L'—L'+i) 0:¢.(7)

und

B
S 5+iY /0 dt0:0:(7) = S+iY (@:(B) — 9:(0)) =5

da ¢,(7) als bosonisches Feld periodisch in 7 muf. Man kann die periodische Randbedingung an ¢,(7) sogar
noch verallgemeinern, indem man

?:(B) = ¢:(0) +27m,

setzt. Das System ist auch noch unter dieser groeren Gruppe von Eichtransformationen invariant. Eine Folge
der Eichtransinvarianz ist, da3 man eine spezielle Eichung wihlen kann. Die Eichung muf nur garantieren, daf3
die Nebenbedingung

;%(T)%f(f) =1
fiir einen festen Wert 7 erfiillt ist. Beispielsweise kann man
A(T) = 4:6(T—10)
wihlen.
Sattelpunktsnaherung. Es ist moglich, in diesem Modell einen Parameter einzufiihren, der dafiir sorgt,
daB in einem bestimmten Limes die Sattelpunktsniherung exakt wird. Dies erlaubt dann eine systematische

Entwicklung um die Sattelpunktslgsung. Die Idee besteht darin, statt einer SU (2) Symmetrie fiir die Spins eine
SU(N) Symmetrie anzunehmen. Es gilt dann

1 v N
H=Yly Y, Sa@S50)
X,y a7ﬁ:1

mit den Generatoren S5 (x) der SU(N) Algebra. Als Darstellung kann man
N Tl n
$a(0) = Y. Cua)eP(x) ~ 8
a=1

wihlen, wobei die Nebenbedingung

8m XeA

u 0 ab
Y e ={ g 1]

a
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auf einem paaren Gitter mit den Untergittern A und B erfiillt sein muf3. Fiir N = 2 gibt es nur den Wert m = 1
und man erhilt die Darstellungen der SU (2). Der Spin der Darstellung ist s = n./2. Fiir n, = 1 ergeben sich also
die obigen Operatoren. Ich beschrinke mich im folgenden auf n. = 1, N gerade und m = N /2. Andere Fille
sind aber ebenso interessant, beispielsweise liefert n, — oo die Spinwellenndherung. Fiir die Lagrangedichte
erhilt man

= L0l W0alD) LA LoDl 3

_*ZXxl X)u
+Z<X)€l Z¢x+e, (])xoc +Xxl Z‘an ¢x+e,, ( ))

Fiir N = 2 entspricht dies direkt dem obigen Ausdruck. Integriert man die (in dieser Notation jetzt fermioni-
schen) Felder ¢ und ¢* aus, so erhilt man

Sett[A, 2, X*] =NS[A, x. ]

)

SAxx] = Trln((af_.u_i)LX(T))SX7y6T,T’+(XX,i(T)gyJ&Jrei+x;:fei,i(f)6y,xfei)3f7f’)
/dr< Zx“ )Xxi(T Zl )

Da die effektive Wirkung o N ist, kann man fiir groBe N eine Sattelpunktsniherung rechtfertigen und ge-
gebenenfalls auch um den Sattelpunkt entwickeln. 1/N ist der Entwicklungsparameter. Die entsprechenden
Sattelpunktsgleichungen lauten

83
=0
pr,i(f)
65
5A(T) 0
5S
A7) 0

Sie wurden bisher nicht vollstandig untersucht, es gibt lediglich Losungen in bestimmten Untermanigfaltigkei-
ten des Losungsraums.

Wir betrachten im folgenden einige Losungen der Sattelpunktsgleichung fiir das Quadratgitter. Wir haben
oben gesehen, daB man die Phase von ¥ und A als elektromagnetisches Potential interpretieren kann, den
Betrag von J als Dichte. Nimmt man eine konstante Dichte und Magnetfeld O an, so erhilt man eine Losung
der Sattelpunktsgleichung, die zuerst von Baskaran, Zou und Anderson gefunden wurde. Sie erhalten fiir die
Energie A ¢

NN, 1

S s 22 ? NN,p
mit einem Minimum E = —16NN,J/n* = —0.164NN,J fiir p = 2J /7. Bei konstanter Dichte und einem kon-
stanten Magnetfeld # 0 erhilt man FluBphasenzustinde, die energetisch unter der von Baskaran, Zou und
Anderson gefundenen Losung liegen. Es gilt

4NNy _ d? : .
EFiussphase = N sP2 8Nng/ . P;Z sm2p1 +sin® )22)
7

Epza =
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Fiir das Minimum gilt £ = —0.230NN,J. SchlieBlich gibt es Dimer-Zustinde, die energetisch noch unter diesen

Losungen liegen:
4NN; _,

E= Tp —NN;p
mit einem Minimum E = —JNN;/4 bei p = J/4. Diese Energie liegt noch deutlich oberhalb der Variations-
energie der RVB-Zustinde fir N = 2 (E = —0.6688JN;). Allerdings fehlen hier die 1/N Korrekturen. Ein
wesentlicheres Problem ist aber, daf§ in allen diesen Zustinden die lokale Eichinvarianz gebrochen ist. Der
Status dieser Theorie ist also noch offen.

FluBphasen. FluBphasenzustinde sind allgemein Zustinde mit A = 0 und einem von T unabhingigen ¥.
Setzt man dies in die Wirkung ein, die die fermionischen Operatoren noch enthilt, so erhdlt man hieraus einen
effektiven Hamiltonoperator

H=— Z px,j (C;(c,a exp(iAx,j)Cx+ej,a +h.C.) + g Z‘pij
X,j,0 X,J
FluBphasenzustinde haben ein feste p, ; = p. Man kann das FluBphasenproblem also auch 16sen, indem man
die Grundzustandsenergie von H zunichst fiir festes p minimiert, indem man die A, ; variiert und danach
das Minimum als Funktion von p aufsucht. Dabei ist zu beachten, dall die Anzahl der Fermionen durch die
Anzahl der Gitterplitze gegeben ist, man hat also ein halbgefiilltes Band. Wir beschrinken uns im folgenden
auf ein Quadratgitter und nehmen ein Vektorpotential A, ;, das einem FluB} ¢ durch jedes elementare Quadrat
entspricht. Das ist die Situation eines konstanten Magnetfelds. Dann ist die Grundzustandsenergie von H durch

_ 4NNg _
Eyp=—pTr|T|+ i *p?

gegeben, wobei T = (1, ,) die Matrix mit den Elementen

try = exXp(iAy ;) Oyare;

und es gilt die FluBphasenbedingung

Ax,2 +Ax+e2,l *Ax+el,2 *Ax,l = (P

|T| ist diejenige positiv definite Matrix, fiir die |T'|? = T2 gilt. Tr|T| ist die Summe der Betriige der Eigenwerte
von T. Eine spezielle Eichung, fiir die die FluBphasenbedingung erfiillt ist, ist

Ax71 = %7 Ax72 = (_I)XIg
Mit dieser Eichung erhilt man 4 Untergitter des Quadratgitters. Macht man fiir die Eigenfunktionen von 7' den
Ansatz

v, = exp(ikx)a;

fiir x im Untergitter i = 1,...,4, so erhélt man fiir die a; eine Eigenwertgleichung mit einer 4 x 4-Matrix. Die
Eigenwerte lassen sich berechnen und damit auch Tr|T|. Das Minimum erhélt man fiir
o=n

und fiir die Eigenwerte erhélt man

+24/sin’k; + sin®k,

Damit ergibt sich die obige Formel fiir die Grundzustandsenergie. Der optimale Wert ¢ = 7 fiir den Flul} ist
allgemeiner als aus dieser Rechnung ersichtlich. Man kann z.B. zeigen, daf sich fiir diesen Wert auch ein
Minimum von det7 ergibt. Weiter kann man einen solchen optimalen Wert fiir allgemeinere zweidimensionale
Gitter oder generell fiir planare Graphen finden. Fiir einen planaren Graphen ist der optimale FluB 7(n —2)/2
durch jedes n-Eck. Man kann diese FluBphasenzustinde sogar dann noch konstruieren, wenn die Dichte der
Elektronen nicht mehr 1 ist.
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3.5 Der verdunnte Antiferromagnet: Das r —J Modell

Dotiert man einen Antiferromagneten, so erhilt man Locher in dem Spinsystem, die beweglich sind und die an-
tiferromagnetische Ordnung schwichen oder ganz zerstéren konnen. Ein Modell, mit dem sich solche dotierten
oder verdiinnten Antiferromagnete beschreiben lassen, ist das t —J Modell

H_;= Z tey(l— nxv_g)cjmcyg(l —ny_g)+ ZJX_),S"X . §y

X.),0 xy
wobei wir die Spins als elektronische Spins interpretieren,

1, . .
S3x = i(c)lc—&-c-ﬁ- - C;'c—cx—)

Syx=clic, S_y=cl_ct
1 1
Sl,x: E(S—}—,x"i_s—,x)y SZ,x - Z(S-i-x_s—x)

Der Spin-Anteil des Hamiltonoperators ist der eines Heisenbergmodells, der kinetische Anteil erlaubt ein Hiip-
fen der Spins von einem Gitterplatz auf einen anderen. Die Faktoren (1 —n, _s)(1 —n, o) garantieren, daf es
niemals zwei Elektronen auf einem Gitterplatz gibt. Ahnlich wie wir bei halber Fiillung und starker AbstoBung
das Heisenbergmodell aus dem Hubbardmodell abgleitet hatten, kann man das ¢ —J Modell herleiten. Man
eliminiert dazu mit Hilfe einer unitdren Transformation diejenigen Terme im Hamiltonoperator, die die Anzahl
der doppelt besetzten Giterplitze verdndern. Die Transformation ist also die gleiche wie friiher. Ist man nicht
bei halber Fiillung, so treten neben dem Heisenbergterm weitere Terme im Hamiltonoperator auf. Der wesent-
liche Term ist der kinetische Term im Hubbardmodell, der abseits von halber Fiillung zu dem kinetischen Term
im t —J Modell fiihrt. Andere Terme sind von der GréBenordnung J(1 —n) wobei n die Teilchendichte ist.
Solange man nicht zu sehr dotiert, ist (1 — ) klein. Daher werden diese Terme vernachldssigt. Man kann das
t —J Modell aber auch anders motivieren, wir betrachten es hier als ein Modell an sich und nicht als Limes
eines anderen Modells.

Ein Effekt, den man fiir das t —J Modell erwartet, ist eine Schwiachung oder Authebung der langreichwei-
tigen Ordnung der Spins durch Dotierung. Es gibt eine Reihe von Methoden, mit denen das Modell bisher
studiert wurde. Das Modell ist in einer Dimension fiir einen bestimmten Wert von 7/J exakt 16sbar. In hohe-
ren Dimensionen wurde schon sehr frith die Bewegung eines Lochs in einem antiferromagnetisch geordneten
Spinhintergrund untersucht. Wie sich das Modell bei endlicher Konzentration von Lochern verhiilt, ist bis heute
nicht richtig verstanden. Im Rahmen der in dieser Vorlesung vorgestellten Methoden kann man das Modell
behandeln, indem man wie fiir das Heisenbergmodell Hilfsfelder einfiihrt. In dem Modell gibt es drei Zustinde
pro Gitterplatz: |0),, der leere Gitterplatz, |[+), und |—),, ein mit einem Elektron mit Spin ¢ = £ besetzter
Gitterplatz. Man kann die Spins durch fermionische Operatoren f{ ; und f; ¢ darstellen wie vorher, die Locher
durch Bosonen b’ und b,. Ein urspriinglicher elektronischer Operator wird dann durch

+

Cio=bxfioy Cro=Dbifro (3.11)

dargestellt. Es gilt die Nebenbedingung
bibi+ Y fisfio =1 (3.12)
(o3

Der kinetische Anteil im Hamiltonoperator lautet

H =Y teyfiofyobibs

x),0
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Eine andere Moglichkeit besteht darin, die Spins durch bosonische Operatoren b} ; und b, ; darzustellen und
die Locher durch fermionische Operatoren . und a,. Dann gilt
ol

— 4t _
xX,0 axbx70'7 Cx,0 = abe,U

alay+Y bl obro =1
(o2

— i T
H; = Z tX,ybx,Gbyaﬁayax

xX,y,0

Die Lochanregungen werden als Holonen, die Spinanregungen als Spinonen bezeichnet. Abseits halber Fiillung
konnen die bosonischen Locher kondensieren, was friiher filschlicherweise als Hoch-7,. Ubergang interpretiert
wurde. Tatsichlich ist dies ein Ubergang, der lediglich durch die Darstellung auftritt und physikalisch keine
Bedeutung hat.

Das t —J Modell kann dhnlich wie das Heisenbergmodell feldtheoretisch behandelt werden, indem man zu-
nidchst die Spin-Spin Wechselwirkung mit Hilfe einer Hubbard-Stratonovich Transformation entkoppelt und
dann die Felder f; ; und f; s oder b ; und by ; ausintegriert. Man erhilt dann eine Wirkung, die neben dem
Hubbard-Stratonovich Hilfsfeld und einem Lagrangeparameterfeld noch die Lochfelder enthilt. Auch diese
Theorie ist wieder lokal eichinvariant. Untersucht man, welchen Einflul die Locher auf die fiir das Heisenberg-
modell diskutierten Zustédnde haben, so stellt sich heraus, daf der Fluphasenzustand durch Locher stabilisiert
wird. Auf dem Quadratgitter ist der optimale FluB} ist dann 7n, wobei n die Elektronendichte ist.

Wir wihlen in folgenden den Ansatz (3.11). Die Spin-Spin-Wechselwirkung kann in der Form

-

- 1 1 ¥ 1
SeSy=—7 X floholigfo = 3(FLfi- = LR (Bsfor = o feo) + 3 X Flofeo + o fro)

o,0'

Die Herleitung ist einfach: Man driickt die Spinoperatoren durch die Fermionen aus, verwendet (3.11) und
eliminiert die Operatoren b,(j—) mit Hilfe von (3.12). Die Dichte-Dichte Wechselwirkung kann man entsprechend
in der Form

neny = (1= bib,) (1 —bby)

schreiben. Den Term b b;f byb, 1Bt man wegen niedriger Lochkonzentration meist weg. Die anderen quartischen
Terme kann man mit Hubbard-Stratonovich Feldern entkoppeln. Das Ergebnis ist

1 * .
Ly = ZZJX’(|XX}’|2+‘Axylz)_‘_z.fxc(af_llx)fxc
xy X0

!
4 4

Xyo

1 * ok % ok % ok
- [Z Sy Xy Srofyo +-c.c. ZJXYAXy(fJH*fy* —fi ) tec
Xy

+Y 05 (0 — ide+ )by — Y toybib} fis fro

X0
S ist unter der lokalen Eichsymmetrie
fro = exp(ibx) fro, bx — exp(iby)b,
Xxy —> exp(—i6x) Xy exp(i6y)
Ay — exp(i6x) Ay, exp(i6y)
Ax = Ay + 916,
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Oft wird L, in der Form
L = ¢ Y Try Ul Uy + 3 Y (@] oUny®yo +c.c.)
xy

Xyo

+ Zf;o(af — i) fro + Zb; (Or —idy+ )by — Z toybiby fig fyo
poo) X

Xyo

c1>x+=<f§f ) cbx_:< f}zj

Xy Axy >
U ) == * -)/
® ( Axy Xxy

In dieser Darstellung ist S bei halber Fiillung (it = 0, b = 0) invariant unter

mit

¢XU — qu)xc

Uy — ViUV,

wobei die V, eine lokale SU (2)-Matrizen sind. Neben der lokalen Eichsymmetrie gibt es also eine lokale SU (2)-
Symmetrie.

Zu dieser Theorie gibt es viele von verschiedenen Autoren vorgeschlagene Mean-Field Losungen, die Sat-
telpunktsnidherungen entsprechen. In diesen Sattelpunktsndherungen haben die Variablen die Bedeutung

Xy = Z<f;crfy0>

(o2

By = (Fif = Ffi)

Die erste ist der homogen RVB-Zustand von Baskaran, Zou und Anderson. Der Ansatz ist yy, = x reell und
Ay, = 0. Das Spektrum ist dann das eine fermionischen Modells

Hpza = _% Z nyf;ofyc
xyo

Es gibt einige andere Zustinde mit niedrigerer Energie, dazu gehdren ein d-Wellen Zustand und ein FluB3-
Phasen Zustand. Beide haben die gleiche Energie und die gleichen Dispersionsrelationen fiir die niedrigen
Anregungen. Man kann zeigen, daf sie unter der SU (2)-Symmetrie dquivalent sind. Insgesamt erhélt man vier
Mean-Field Phasen (Lee, Nagosa, 1992): Fermifluissigkeit (y # 0, b # 0), Spin-Gap Phase (x # 0, A # 0),
d-Wellen Supraleitung ( ¥ # 0, b # 0, A # 0), seltsames Metall (¥ # 0) und bei hohen Temperaturen den
RVB-Zustand. Die Mean-Field-Theorie spiegelt den experimentellen Befund recht gut wieder.

Wie sich diese Uberlegungen in mathematisch sauberer Weise durchfiihren lassen, wurde von J. Frohlich
und P. Marchetti (Phys. Rev. B46, 6535 (1992)) gezeigt. Die resultierende Feldtheorie ist aber noch nicht
systematisch untersucht worden.
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4 Der Quantenhalleffekt

Literatur zu diesem Kapitel:

1. The Quantum Hall Effect. Ed. R.E. Prange und S.M. Girvin, Springer, Berlin, Heidelberg, New York
1987. Eine Sammlung von guten Einfithrungen zu verschiedenen Aspekten dieses Themas.

2. T. Chakraborty, P. Pietildinen: The Fractional Quantum Hall Effect. Springer, Berlin, Heidelberg, New
York 1988. Es gibt inzwischen eine zweite, aktualisierte Auflage. Dieses Buch behandelt ausschlieBlich
den gebrochenzahligen Quantenhalleffekt und legt den Hauptaspekt auf numerische Ergebnisse.

3. Aus dem eingangs zitierten Buch von Fradkin die Kapitel 9 und 10.

4.1 Einfahrung

Der Quantenhalleffekt wurde 1980 in einer Arbeit von von Klitzing, Dorda und Pepper erstmals publiziert,
Klaus von Klitzing erhielt fiir diese Entdeckung 1985 den Nobelpreis. Der Quantenhalleffekt wird in zweidi-
mensionalen Elektronensystemen beobachtet, die sich in einem starken Magnetfeld befinden, das senkrecht auf
der Ebene steht, in der sich die Elektronen bewegen konnen. Unter bestimmten Bedingungen beobachtet man
in diesen Systemen einen Leitfihigkeitstensor

2
Gz( 0 —neh)
e

Es gilt also oy = n% Fiir den ganzzahligen Quantenhalleffekt ist n eine ganze Zahl, fiir den gebrochenzahligen
Quantenhalleffekt nimmt n bestimmte, einfache rationale Werte an. Das erstaunliche ist, dal diese Gleichung
experimentell mit extrem hoher Pridzesion verifiziert wurde: Die relative Genauigkeit, die erreicht wird, ist
3-10~7 . Damit erlaubt dieser Effekt eine extrem genaue Messung der Feinstrukturkonstante g—i ~ %7, da c fest
definiert ist. Eine wesentliche Frage an die Theorie ist, warum in allen Experimenten diese Genauigkeit auftritt,
obwohl die untersuchten Systeme alles andere als ideal sind, und obwohl die Geometrie der Systeme nicht exakt
bekannt ist. Experimentell wird nimlich nicht die Leitfdhigkeit, sondern der Leitwert oder der Widerstand einer
Probe bestimmt. Man kann aber zeigen, daf} in zwei Dimensionen Hallleitwert und Hallleitfahigkeit gleich sind.
Geometrieabhingige Faktoren fallen heraus. Trotzdem ist die Prézision verwunderlich, da in diesen Systemen

viele Verunreinigungen vorhanden sind.

[N

Der Halleffekt

Die einfachste Theorie der Leitfahigkeit beriicksichtigt Quanteneffekte nur in einer halbklassischen Néherung.
Sie basiert auf der Annahme einer mittleren freien Weglinge ¢y oder alternativ einer mittleren freien Flugzeit
7p. Ein Elektron fliegt im Mittel eine Strecke £y = v Ty, bevor es gestreut wird. In einem elektrischen Feld
E nimmt seine Geschwindigkeit zwischen zwei Streuungen daher um AV = —eET /m zu. Addiert man die
Beitrédge aller Elektronen, so erhélt man die Stromdichte j = oyE mit

Co = pe’ty/m

Dabei sind Quanteneffekte wie etwa eine modifizierte Dispersionsrelation in der Masse m und in 7y beriick-
sichtigt.

77



78 4 Der Quantenhalleffekt

Legt man zusitzlich ein Magnetfeld an, dann wirk auf die Elektronen eine Lorentzkraft. Damit gilt

- - o) - =
j=00Fk ———jxB
pec

In zweidimensionalen Systemen findet man damit

Damit erhélt man fiir die Leitfahigkeit

Op ec O,
il 0T Py O
1+ w?7; B w7

GX)C

wobei @, = ;—idie Zyklotronfrequenz ist.

Experimentelle Realisierung

Der Quantenhalleffekt wird in zweidimensionalen Elektronensystemen beobachtet. In bestimmten Halbleiter-
strukuren kann man die Bewegung der Elektronen in einer Richtung stark einschrinken, so dal man ein effektiv
zweidimensionales Elektronensystem bekommt. Diese Systeme sind z.B. Si-MOSFETSs und GaAs-GaAlAs He-
terostrukturen. Die Grundidee ist relativ einfach: Man bildet eine Grenzfliche zwischen einem Isolator (z.B.
SiO,, GaAs) und einem Halbleiter (dotiertes Si, GaAlAs). Uber ein Gate legt man eine elektrische Spannung
senkrecht zu der Grenzflache an. Dadurch werden Elektronen auss dem Halbleiter in Richtung Grenzfliche
gezogen. Sie konnen aber wegen der groen Energieliicke des Isolators nicht in den Isolator eindringen. An der
Grenzfliche bildet sich so eine Inversionschicht: Die Bewegung der Elektronen senkrecht zu der Grenzflache
entspricht einem Potentialtopf, in dem die Elektronen gefangen sind, parallel zur Greenzschicht konnen sie sich
einigermalf3en frei bewegen. Ihre Bewegung wird natiirlich durch die Streuung an Storstellen und Fremdatomen
im dotierten Halbleiter gestort, die freie Weglinge ist nicht sehr gro8.

Landauniveaus

Der Hamiltonoperator eines Elektrons in zwei Dimensionen in einem senkrechten Magnetfeld ist

19 eB )\

iox  he dy?
wobei die Landaueichung A, = —yB, A, = 0 gewihlt wurde. Da x als Variable nicht vorkommt, kann man fiir
die Eigenfunktionen des Ansatz

72
H=—
2m

W o< exp(ikx) 9 (v)

machen und erhélt als Eigenwertgleichung

Lo, 92 2
= (— bt (Zg—lgk) )(p —E¢

wobei [z = (fic/eB)'/? die magnetische Linge ist. Diese Eigenwertgleichung ist die Gleichung eines verscho-
benen harmonischen Oszillators, die Losungen sind

On i o< Hy(y/15 — Igk) exp(— (v — I3k) /213)

E, = ha)c(n+ 1/2)
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Die Eigenenergien sind unabhéngig von k und damit hoch entartet. Man nennt sie Landauniveaus. Die Anzahl
der Zustinde in einem Landauniveau ist F/27l2, wobei F die Fliche des Systems ist. Randeffekte wurden
hierbei vernachlissigt. Die Dichte von Zustinden pro Flidcheneinheit ist

1 eB

n = — = —
b 2nl3  he

Die konstruierten Zustinde in den Landauniveaus sind in y-Richtung lokalisiert und in x-Richtung ausge-
dehnt. Die hohe Entartung erlaubt aber die Konstruktion von Zustinden, die in x-Richtung lokalisiert und in
y-Richtung ausgedehnt sind, oder sogar solche, die in beiden Richtungen lokalisiert sind.

Ist ein Landauniveau gefiillt, dann liegt die Fermienergie zwischen zwei Landauniveaus. Es gibt dann keine
Streuung, d.h. 9 = 0. Der Fiillfaktor

ist dann eine ganze Zahl und man erhilt

o hat dann die oben angegebene Form.

Ein zweites Argument, dafl zu dem gleichen Resultat fiihrt, basiert auf der Lorentzinvarianz. Man kann ein
System mit einem Magnetfeld B und einem dazu senkrechten elektrischen Feld E in ein relativ zu diesem
System mit einer Geschwindigkeit

EXB
B2
bewegtes System transformieren, in dem es kein elektrisches Feld und folglich auch keinen makroskopischen
Strom gibt. Treten in dem System keine Streuungen auf, dann erhilt man eine Stromdichte

V=c¢

-

= —peV

was auf den gleichen Leitfdhigkeitstensor fithrt im Fall eines gefiillten Landauniveaus. Die wesentliche Frage,
die sich demnach stellt, ist, welchen Einflu} die Wechselwirkung der Elektronen hat und welchen Einflu} Stor-
stellen haben. Ohne Storstellen und Randeffekte hat man ein homogenes System, in dem das zweite Argument

immer

2
pec e
Gxx:O7 ny:7:\/ﬁ

liefert.

4.2 Der ganzzahlige Quantenhalleffekt

In diesem Abschnitt werden wir zwei unterschiedliche Argumente fiir das Auftreten der Plateaus beim ganz-
zahligen Quantenhalleffekt kennenlernen. Dabei geht es in erster Linie um ein qualitatives Verstidndinis des
Effekts und nicht um theoretische Details, da wir uns in dieser Vorlesung hauptsichlich mit wechselwirken-
den Systemen beschiftigen. Die Wechselwirkung der Elektronen spielt fiir den gebrochenzahligen Effekt eine
wesentliche Rolle.

4.2.1 Storstellen

Der ganzzahlige Quantenhalleffekt wird typischerweise wie folgt erklidrt: Wir haben oben gesehen, daf} ein
gefiilltes Landauniveau einen Beitrag % Zu Oy, liefert. Die Frage ist, welchen Beitrag ein nicht ganz gefiilltes
Landauniveau liefert. Das zweite Argument, in dem die Lorentztransformation benutzt wurde, benutzt, dafl das
System keine Storstellen enthilt. Das ist aber tatsdchlich nicht richtig. In allen Systemen, die experimentell
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80 4 Der Quantenhalleffekt

untersucht werden, ind dortierte Halbleiter enthalten, die per se viele Storstellen enthalten. Was ist der Effekt
dieser Storstellen? Generell fiihrt die Anwesenheit von Storstellen zu Lokalisierung. Betrachten wir dazu ein
Elektron im untersten Landauniveau und in einem zusitzlichen Potential V (x,y). Der Hamiltonoperator ist

Hy = PV (x,y)P

wobei Py der Projektionsoperator auf das unterste Landauniveau ist. Dies entspricht einer entarteten Storungs-
rechnung erster Ordnung. Ein solcher Zugang ist gerechtfertigt, wenn |V (x,y)| klein verglichen mit %@, ist.
Wir nehmen im folgenden an, da V (x,y) ein Potential ist, daf8 die Storstellen beschreibt. Es handelt sich dabei
typischerweise um ein glattes Zufallspotential mit zufillig verteilten Minima und Maxima von zufilliger Tiefe
oder Hohe. Die Eigenzustdnde von Hy kann man iiber sich mittels eines Variationsverfahrens berechnet vorstel-
len. Der Grundzustand ist dann ein Zustand, der in der Nihe der tiefsten Minima lokalisiert ist. Ebenso wird
der am hochsten angeregte Zustand in der Nihe der Maxima lokalisiert sein. Generell ergibt sich das folgende
Bild:

e Die Entartung des Landauniveaus wird aufgehoben.
e Die Zustinde, die weit von der urspriinglichen Energie entfernt sind, sind lokalisiert.

e Da ein gefiilltes Landauniveau den Beitrag % zur Leitfihigkeit liefert, muB es in der Mitte des Land-
auniveaus mindestens einen Zustand geben, der nicht lokalisiert ist und diesen Beitrag zur Leitfdhigkeit
liefert.

Eine Verinderung des Fiillfaktors fiihrt zu einer Veridnderung der Fermienergie. Befindet sich die Fermienergie
im Bereich der lokalisierten Zustinde, so treten keine Streuungen auf, da die den Strom tragenden Zusténde
alle besetzt sind. Die Leitfahigkeit ist also die eines vollbesetzten (oder mehrerer vollbesetzter) Landauniveaus.
Bewegt sich die Fermienergie durch einen Bereich ausgedehnter Zustinde, so treten Streuungen auf und die
Leitfahigkeit oy, verschwindet nicht. Im Experiment wird typischerweise das Magnetfeld variiert. Das fiihrt zu
einer Verschiebung der Landauniveaus gegeniiber der Fermienergie und zu einer Anderung der Zustandsdichte
np in den Landauniveaus, im iibrigen sind die Argumente fiir das Auftreten der Plateaus die gleichen. Diese
Argumente lassen sich selbstverstindlich mathematisch priziser formulieren.

4.2.2 Laughlins Eichargument

Wir wihlen das Vektorpotential

0]
* Yo

so daB3 der Hamiltonoperator

2 2 2
HZh!(la B , @ ) P Vi)

2m [\iox ne’ " 2nRnc) ~ 9y?

lautet. Zusatzlich wihlen wir periodische Randbedingungen in x-Richtung, also
X = @R

mit 0 < ¢ < 27. Das entspricht einer Zylindergeometrie: Das Potential V (x,y) enthilt die Hallspannung Vy, die
in y-Richtung angelegt ist, ein Randpotential, das auch nur von y abhingt, und ein Potential von den Streuzen-
tren. Fiir V = 0 sind die Energieniveaus wie oben durch n, den Landauniveauindex, charakterisiert. Innerhalb
eines Landauniveaus kénnen die Zustinde mit einem weiteren Index durchnummeriert werden. Die Einteil-
chenzustédnde sind

ed

212
ZﬂRhc)/ 3)

. ed
Wi o< exp(ikx)H,(y/lp — Ip(k + m)) exp(—(y— l3(k+
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Abbildung 4.1: Die Zylindergeometrie

s
dIgN

wobei k = [ /R, | € Z wegen der periodischen Randbedingungen.

. y g, ed 1/y Iz ed\*
il o< 2 H, — — (===
W1 o< exp(27il @) (lB (l+ = )) exp( 5 <lB 1+ hc)

Die Energieeigenwerte hingen nicht von / und & ab. Wir fiihren jetzt ein Potential Vj(y) ein, da8 die Randbedin-
gungen festlegt. Es ist weiterhin moglich, die Zustdnde durch n und / zu kennzeichenen, jetzt hingen aber die
Energien zusitzlich von / und @ ab. Die Abhingigkeit von E, ;(®) ist aber nicht beliebig. Die x-Abhingigkeit
der Wellenfunktionen @ndert sich nicht und der effektive Hamiltonoperator héngt nur von [ + % ab, es gilt also
E,;(®) = E,(I+e®/hc) und damit

A

A

hc
E,(®+ ;) =Ep111(P)

Vo(y) ist lediglich am Rand merklich von O verschieden. Die Zustinde werden also in y-Richtung weitterhin
2

nahe %(l + %) lokalisiert sein und lediglich fiir Zustinde, fiir die diese GroBe in der Nédhe des Randes liegt,
wird die Energie merklich von i®,(n + %) abweichen. Der Beitrag eines Zustands zum Strom (in x-Richtung)
ist
CdEn ! ( )

do
Nur die Zustinde am Rand haben eine wesentliche ®-Abhéngigkeit. Sie liefern einen Beitrag zum Strom, und
zwar mit jeweils festem Vorzeichen. Der Gesamtstrom ergibt sich als Summe iiber alle Beitrége 1, ; gewichtet
mit der Besetzungszahl. Mittelt man iiber ® so erhdlt man

e [hele
I = - dd I
h/O nZJnn,l n,l

_ _% Znn,l(EnJ(hC/e) —E,1(0))

In,l =

e
= E Z n lmax n lmin (O))

62

= —VV
AL
Damit ist 6y = I/Vy ein ganzzahliges Vielfaches von e? /h. Dieses Argument gilt auch dann noch, wenn Un-
nordnung im System vorhanden ist. Die Energien E, ;(P) hingen dann nicht mehr nur von / 4 % ab, sondern
separat von [ und ®. Die Periodizitit des Hamiltonoperators in @ bleibt aber bestehen und damit auch das
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obige Argument. Durch Unordnung werden zwar Zustinde lokalisiert, aber es mufl immer Strom-tragende Zu-
stande geben. Nach der obigen Argumentation ist klar, daf} der Strom im wesentlichen durch die Randzustédnde
getragen wird.

Experimentelle Systeme haben immer einen Rand. Der Rand kann durch ein entsprechendes Randpotential
beschrieben werden. Am Rand werden die sonst flachen Landauniveaus nach oben verbogen. Die Entartung der
Niveaus wird also durch den Rand aufgehoben. Wir haben gesehen, daf die Randzusténde den Strom tragen. Sie
sind parallel zum Rand ausgedehnt. Das obige Argument basierte zwar auf periodischen Randbedingungen in
x-Richtung, man kann aber auch in x-Richtung einen Rand einfiihren. Setzt man voraus, dafl die Randzusténde
den Strom tragen, so erhilt man pro Kanal einen Beitrag ¢? /h zur Leitfihigkeit.

4.3 Der gebrochenzahlige Quantenhalleffekt

Der gebrochenzahlige Quantenhalleffekt wurde von Tsui, Stormer und Gossard Ende 1981 entdeckt und in
Phys. Rev. Lett. 48, 1559 (1982) publiziert. Erste theoretische Arbeiten folgten sofort, der Durchbruch kam
aber erst mit Laughlins Arbeit (Phys. Rev. Lett. 50, 1395 (1983)), in der als Grundzustand des Vielelektronen-
systems eine Quantenfliissigkeit vorgeschlagen wurde, die gebrochenzahlig geladene Anregungen hat. Diese
urspriinglichen Vorstellungen sollen hier zunichst vorgestellt werden.

4.3.1 Wellenfunktionen

Unterstes Landauniveau

Fiir den gebrochenzahligen Quantenhalleffekt ist die Wechselwirkung der Elektronen von entscheidender Be-
deutung. Der Hamiltonoperator des Systems ist

H= Z[ <V+ A>2—|—V1rj

Vi (¥) ist dabei ein Einteilchenpotential, daB im einfachsten Fall einen neutralisierenden, homogenen Hinter-
grund beschreibt, sonst eventuell noch Streuung an Storstellen. Fiir die Wechselwirkung V (|7|) wurde ein iso-
troper Ansatz gewdhlt. Ein typisches Beispiel wire etwa eine Coulombwechselwirkung

+5 ZV i —Til)
/#k

[}

- e
V() =

oder eine abgeschirmte, kurzreichweitige Wechselwirkung. Da sich die Elektronen in einem starken Magnetfeld
bewegen, ist der Spin in Magnetfeldrichtung polarisiert und wir konnen ihn in der folgenden Diskussion weg-
lassen, solange der Fiillfaktor v < 1 ist. Fiir das Vektorpotential wihlen wir im folgenden eine symmetrische
Eichung

- B .
A= E(yex — xéy)
m ist eine effektive Masse, die vom Material abhédngt. Fiir GaAs-Heterostrukturen ist m = 0.07m, ein typischer

Wert. Ich nehme im folgenden an, da3 V| nur eine homogene Hintergrundladung beschreibt, also konstant ist.
Der Einteilchen-Hamiltonoperator ist dann

o 9 v\ LARERY
1
= Eh(l)c [Z*Z + Z*az* - Zaz - azaz*]

wobei

1 1
7= 2lB(x—zy), z 2lB()c—i-zy)
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8 8 d .0
x y

. |
a = 2(Z —0.)

Definiert man

(z+0z)

7
1
‘T2
mit [a,a’] = 1, so gilt

|
H = ho.(a'a+ 5)

Eine Wellenfunktion im untersten Landauniveau erfiillt die Bedingung
ay =0

Y +0xy=0
mit der allgemeinen Losung
¥ = f(z)exp(—z"7)

f(z) ist dabei eine beliebige analytische Funktion von z. Im folgenden wollen wir annehmen, daB h@. die
grofite Energieskala ist und da3 v < 1 gilt. Man kann dann den Hilbertraum auf das unterste Landauniveau
beschrinken. Eine allgemeine Wellenfunktion von N, Elektronen im untersten Landauniveau hat die Form

¥ = f(z1,...,2n,) exp( Zz Zi)

wobei f wiederum eine analytische Funktion ist.

Konstruktion einer Einteilchenbasis und Drehimpuls

Bevor wir einen Ansatz fiir den Grundzustand machen, wollen wir zunéchst eine geeignete Einteilchenbasis fin-
den. Da der Hamiltonoperator rotationsinvariant ist, kann man Einteilchenzustinde suchen, die Eigenzustinde
des Drehimpulsoperators ist. Es gilt

L= wd_n2
;. = lxay lyax

e Zaz — Z aZ*

L:f(z)exp(—2"z) = zf'(z) exp(—2"2)
Die Eigenzustinde zu L, sind also
W = 2" exp(—2"z7)

mit Eigenwert m. Die y,, sind ganz offensichtlich vollstindig und als Eigenfunktionen von L, orthogonal.

Damit ist {y,, m = 1,...,o} eine Basis von Einteilchenzustinden. |, (z,z*)|? ist rotationsinvariant und hat

ein Maximum bei |z|*> = m. Um in einem endlichen System zu rechnen, beschrinkt man den Hilbertraum auf

m < M, der Fiillfaktor ist dann v = N, /M. Dies entspricht einer Scheibengeometrie mit einem weichen Rand.
Eine Vielteilchenwellenfunktion

ST CIRENEES 8

ist dann eine Eigenfunktion von L, wenn f(zy,...,zy,) ein homogenes Polynom in den Variablen ist.
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Laughlins Ansatz fiir den Grundzustand

Durch die Projektion auf das unterste Landauniveau spielt fiir die Energie nur noch die Wechselwirkung ei-
ne Rolle. Die Elektronen sollten also moglichst voneinandern Abstand halten. Ein Ansatz fiir eine Grundzu-
standswellenfunktion, die das in geeigneter Weise beriicksichtigt, und die beispielsweise fiir fliissiges Hes recht
erfolgreich war, ist der Jastrowansatz, der von der Form

[1/F-7)

Jj<k

ist. In unserem Fall bedeutet dies
¥ =] /f(zj—z)exp( Zlel
i<k
Diese Wellenfunktion soll
e Eigenfunktion von L, sein. Also muB f(z) «< 7" sein.

e antisymmetrisch gegeniiber Vertauschung der Variablen sein. Also ist m ungerade.

Es gilt also
Y=V, = H(zj — 7)™ exp( ZZ, Z
j<k

Y, ist eine Wellenfunktion zu dem Drehimpuls L, = mN,(N, — 1) /2. Die hichste Potenz, mit der ein Argu-
nent z; vorkommt, ist M = m(N, — 1). Der Fiillfaktor ist also v = 1/m. Damit hat diese Wellenfunktion keinen
freien Parameter mehr: Aus dem urspriiglichen variationellen Ansatz ist durch die notwendigen Einschriankun-
gen eine feste Wellenfunktion geworden. Wenn der Jastrowansatz gewihlt wird, ist damit der Ansatz fiir den
Grundzustand fest.

Um zu klédren, ob diese Wellenfunktion ein guter Ansatz fiir den Grundzustand des Hamiltonoperators ist,
kann man verschiedene Wege einschreiten. Fiir kleine Systeme mit wenigen Teilchen 146t sich der Hamiltonope-
rator direkt diagonalisieren und man kann den Uberlapp des wahren Grundzustands mit dem Laughlinzustand
¥,, bestimmen. Der Uberlapp von ¥,, mit dem wahren Grundzustand héingt natiirlich von der Wechselwirkung
ab. Er wird umso besser, je kurzreichweitiger die Wechselwirkung ist. Fiir die Coulombwechselwirkung betréagt
er etwa 99% pro Teilchen. Diese Rechnungen konnen aber nur mit bis zu 7 Elektronen fiir v = 1 /3 durchgefiihrt
werden. Eine zweite Frage ist, wie die Wellenfunktion von den Randbedingungen abhiingt. Wir kommen auf
diesen Punkt spiter zuriick, man kann sich aber davon iiberzeugen, da’ man auch fiir andere Randbedingungen
eine entsprechende Wellenfunktion konstruieren kann. Eine dritte Frage ist, ob die Wellenfunktion in einem
bestimmten Limes der exakte Grundzustand ist. Um das zu klédren, betrachten wir eine kurzreichweitige Wech-
selwirkung V (r). Der moglichst kurzreichweitige Ansatz wire V(r) = V6(r). Diese Wechselwirkung liefert
aber keinen Beitrag, da aufgrund des Pauliprinzips je zwei Elektronen nicht am gleichen Ort sitzen konnen. Der
nichst kurzreichweitigere Ansatz ist

V(r)=V,V25(r)

Man kann zeigen, dal ¥, in diesem Fall ein exakter Grundzustand ist. Wir kommen gleich auf diesen Punkt
zuriick. Man sieht also, dal ¥, offenbar ein guter Ansatz fiir den wahren Grundzustand ist und die Physik des
Problems mit diesem Zustand gut beschrieben wird.

Eigenschaften von ¥,

Betrachten wir zunédchst den Fall m = 1.

¥, :H( _Zk exp ZZ,Z,

i<k
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Der Faktor [];«(z; — z) ist eine sogenannte Vandermonde Determinante, es gilt

16 —a) - (_I)Ne(Ne—l)/Z;(—l)PHZ}(i)

i<k

Bis auf einen Normierungsfaktor ist W, also die Slaterdeterminante der N, Einteilchenzustinde ,,, m =
1,...,N,. Damit ist ¥; (trivialerweise) der exakte Grundzustand zu v = 1.
Wenden wir uns nun generell ¥, zu.

|lpm‘2 = eXp(—ﬁ¢m(Z1, s 7ZNe))

ist die Verteilungsfunktion fiir die Elektronen, sie kann als klassische Verteilungsfunktion eines klassischen
Gases mit einer freien Energie ¢(zy,...,zy,) interpretiert werden. Wihlt man 8 = 2/m, so gilt

N,
On(z1,eoszn,) = —m> Y Inlzj —z|+m) |zl
j<k I=1

Das ist die freie Energie eines klassischen, zweidimensionalen Einkomponentenplasmas mit einer Ladung m.
Fiir ein klassisches, zweidimensionales Einkompentenplasma ist

N,
7[ (4

On(21,-.2n,) = —€ Y Inzj — 2| + Epoez 2
j<k =1

Zwischen den Teilchen wirkt eine zweidimensionale Coulombabstoung, der zweite Term entspricht der Wech-
selwirkung mit einer neuralisierenden, homogenen Hintergrundladung p. Hier gilt also

_2
Po = p
Da das Plasma neutral ist, ist die Teilchendichten
2
P=Tm

Das zweidimensionale Einkomponentenplasma ist sehr gut untersucht. Es verhilt sich fiir nicht zu grofle m
wie eine inkompressible Fliissigkeit. Die Dichte ist homogen. Die wesentliche, interessante Grofle, die die
Korrelation beschreibt, ist die Paarkorrelationsfunktion. Sie ist durch

Ne(N,—1) [d?z3...d%zn,[Pnl?
p2 fd2Z1 ...dZZNE‘\Pm‘Z

g(z1,22) =

und hiéngt fiir ein translationsinvariantes, isotropes System nur von r = |z; — z| ab. Fiir groBe Abstinde r geht
diese Funktion gegen 1. Fiir kleine Abstinde verschwindet sie o< 72", Die Wechselwirkungsenergie ist durch

B = 5 [ 20V (2)

gegeben. Beriicksichtigt man den homogenen, neutralisierenden Hintergrund, der durch V| gegeben ist, so erhilt
man fiir die Gesamtenergie

E=3 [ (s~ 1V (el

Fiir eine kurzreichweitige Wechselwirkung V (z) = V,V28(z) ist E = Eyyw. Man erkennt sofort, daB in diesem
Fall E = 0 gilt, falls g(r) schneller als 7> verschwindet. Da E auBerdem nichtnegativ ist, ist ¥,, also ein Grund-
zustand. Man kann weiter zeigen, dal W, in diesem Fall fiir m = 3 auch eindeutig ist. Fiir m = 5 erhélt man
die Eindeutigkeit, wenn man V (z) = (VaV? + V4(V?)?)8(z) setzt. Entsprechendes gilt fiir hshere Werte von m.
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Das erklért die obige Behauptung, daf} der Laughlinzustand fiir kurzreichweitige Wechselwirkungen der exakte
Grundzustand ist.

Die Funktion g(r) hat die fiir eine inkompressible Fliissigkeit typischen Charakteristika. Sie verschwindet
schnell fiiiir = 0, hat ein Maximum bei einem charakteristischen Wert von r und geht ohne starke Oszillationen
gegen 1 fiir grofie r. Fiir einen Kristall oszilliert g(r). Fiir m = 1 kann g(r) exakt berechnet werden, es gilt

g(r) =1—exp(—r°)

Die Wellenfunktionen ¥, beschreiben also einen Zustand, der einer inkompressiblen Fliissigkeit entspricht.
Diese Zustinde werden deshalb als inkompressible Quantenfliissigkeit beschrieben. Ein inkompressible Quan-
tenfliissigkeit sollte auch durch eine nicht verschwindende Energieliicke vom iibrigen Spektrum getrennt sein.
Man muf} also als néchtes die Anregungen untersuchen.

4.3.2 Elementare Anregungen

Wir benutzen wieder das Quasiteilchenkonzept zur Beschreibung der elementaren Anregungen. Generell kann
man damit (Quasi-) Teilchen-Loch-Anregungen konstruieren. Sind €, und g, die Energien des Quasiteilchens
und des Quasilochs, dann ist € = €, + &, eine Anregungsenergie. Im vorliegenden Fall kann man Quasiteilchen
und -locher erzeugen, indem man statt N, den maximalen Einteilchen-Drehimpuls M dndert. Betrachten wir
zunéchst eine Erhohung von M, das entspricht einem Quasiloch.

Fiir eine gegebene Wellenfunktion W kann man M bestimmen, indem man alle Teilchenkoordinaten bis auf
eine festhilt und die Anzahl der Nullstellen von W fiir diese eine Koordinate bestimmt. Ein Erh6hung von M
entspricht also einer Erhhung der Zahl der Nullstellen. Die einfachste Moglichkeit, einen Zustand mit M + 1
Nullstellen zu konstruieren, ist

i) =5, W,

=

SZo = (Zj _ZO)

=1

~.

Die Wellenfunktion S7 ¥,, entspricht einer Wellenfunktion mit Fiillfaktor 1 /mund N, + 1 Elektronen, wobei ein
Elektron am Ort zg entfernt wurde. ‘P,(J) entspricht also einer Entfernung eines Drittelelektrons. Das Quasiloch,
daB durch S, am Ort zy erzeugt wird, hat also die Ladung e¢/m. Das entsprechende gilt, wenn man das klassi-
sche, zweidimensionale Einkomponentenplasma betrachtet. S;, entspricht der Addition von —m};1n|z; — z|
zu ¢, und damit einer fehlenden Ladung 1, wihrend die Plasmateilchen die Ladung m haben.

Wegen der Translationsinvarianz hingt die Energie des Quasilochs nicht von zg ab. Man kann die Energie
des Quasiteilchens bestimmen, indem man entweder kleine Systeme numerisch diagonalisiert oder den Er-
wartungswert mit ‘I’Sn_) bestimmt, was auch wieder nur numerisch moglich ist. Man erhilt als Energie etwa
0.025¢2 /I3 Bei typischen Feldstirken von B ~ 10 — 20T entspricht das einer Temperatur von 4 — 8K und damit
der experimentellen Beobachtung, daf} der gebrochenzahlige Quantenhalleffekt nur bei Temperaturen unterhalb
von etwa 1K beobachtet wird.

Wellenfunktionen fiir Quasiteilchen sind etwas schwieriger zu konstruieren. Laughlins Vorschlag war

N,
d
A MRl § P4 y CEE
Jj j=1

J k<l

fiir ein Quasiteilchen am Ursprung. Die numerischen Rechnungen zeigen, daf} die Quasiteilchen-Wellenfunktion
‘I’,(,1+) weniger gute Approximationen als die Quasiloch-Wellenfunktion liefern. Die grundlegende physikalische
Vorstellung, die mit diesen Funktionen verbunden ist, ist aber die gleiche.

Die Anregungsenergie fiir Quasiteilchen und -16cher ist endlich, das System verhilt sich also tatsdchlich wie
eine inkompressible Quantenfliissigkeit. Ahnlich wie im Fall des ganzzahligen Effekts kann man nun argumen-
tieren, dall der Zustand W,, einen Beitrag &2 /hm zur Leitfihigkeit liefert, da der Fiillfaktor v = 1/m ist. Eine
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Variation des Magnetfelds fiihrt zu einer Variation des Fiillfaktors, die fiir kleine Anderungen durch ein Hinzu-
fiigen von Quasiteilchen oder -16chern beschrieben werden kann. Diese Quasiteilchen oder -16cher sind entartet
und konnen daher leicht durch Storstellen lokalisiert werden. Sie liefern also keinen Beitrag zur Leitfahigkeit,
so daB sich ein Plateau in der Leitfahigkeit bei e?/hm bildet.

4.3.3 Periodische Randbedingungen

Die bisherigen Ideen lassen sich formalisieren, wenn man ein System mit periodischen Randbedingungen ver-
wendet. Die Behandlung fiihrt zu einigen Besonderheiten, projektive Darstellungen von Gruppen, doppelt-
periodische Funktionen, etc.. Deshalb gehe ich darauf nicht im Detail ein. Man kann aber zeigen, daf} sich
Quasiteilchen oder -16cher tatsdchlich wie Teilchen verhalten, und das lokalisierte Eigenzustinde, wie sie bei
Anwesenheit von Unordnung auftreten, nicht zum Strom beitragen. Auf diese Weise erhilt man eine erste
Erkldrung fiir die Plateaus.

4.4 Universalitat

4.4.1 Klassische Elektrodynamik in Quantenhallsystemen.

In diesem Abschnitt geht es um die klassische Elektrodynamik eines zweidimensionalen Elektronensystems
mit einem Leitfahigkeitstensor der Form

_( 0 -om)_
G_<GH 0 )—GHS

wobei € = (€48)q,p=1, Mit €12 = —& = 1, €11 = &7 = 0. Die Stromdichte ist im folgenden j= (j1, j%), die
Ladungsdichte sei jO. Das elektrische Feld ist E = (E1,E>) und wir fiihren einen Feldstirketensor F ein, der
antisymmetrisch mit Foy = Ey, Fio = —B. B ist das magnetische Feld, das senkrecht auf der Fliche steht, in
der sich die Elektronen bewegen. x” = ¢ und x!, x? sind die Raumkoordinaten, x = (x, x!, x?).
0
Oqg = =——
@ ox

Die Stromdichte ist durch
J*(x) = one™PEp(x)

gegeben. Es gilt die Kontinuititsgleichung
aa ] o — O
Das Faradaysche Gesetz hat die Form
JdB

w(x)—I—VXE(x) =0

oder
£*P19,F,(x) =0

Aus der Kontinuitétsgleichung und dem Faradayschen Gesetz folgt
GHa()B =—oyV x E =-V. _7: 8oj°

und damit
J'(x) = ouB(x)

Man kann diese Gleichung mit der Materialgleichung fiir fzusammenfassen zu

Jop (x) = onFop(x)
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wobei
Jop (x) = gaﬁyjy(x>

€qpy ist der vollstindig antisymmetrische Tensor. Die Kontinuitétsgleichung hat jetzt die Form
€*F19,05,(x) =0

Damit muf3 oy lokal unabhingig von x sein! Linien, auf denen sich oy dndert, miissen einen Strom tragen. Die
Kontinuitétsgleichung impliziert, da man fiir J,5 ebenso wie fiir Fy,g ein Vektorpotential einfithren kann:

Faﬁ - (9aAﬁ - 8[31405

Jup = daag — dgaq

und es gilt
aa (aﬁ - GHAB) - aﬁ (aa - GHAa) — 0

Diese Beziehung kann aus der Wirkung

Scs(a—opA) = | Qd3x8°‘ﬁ7’(aa — 0nAq)dp(ay — OHAy)
X
hergeleitet werden. Scg heiit Chern-Simons Wirkung. Diese Wirkung ist unabhingig von der Wahl der Koor-
dinaten und benétigt keine Metrik.

Der Status der bisher durchgefiihrten Uberlegungen ist der folgende: Wihrend die Kontinuititsgleichung
wegen der Ladungserhaltung exakt gilt, ist die Materialgleichung J = oy F experimentell nur auf grolen Zeit-
und Lingenskalen experimentell bestétigt. Man kann daher nicht ausschliefen, dal zu der Wirkung Scs noch
ein Term S; addiert werden muB, der allerdings die Paritit erhélt und zeitumkehrinvariant ist. Es gilt also

S(a,A) = S(js(a — GHA) + S[(a,A)

wobei aber Scs die Eigenschaften auf groen Skalen bestimmt.

4.4.2 Quantisierung

Die Stromdichte j ist ein quantenmechanischer Operator (genauer eine Operator-wertige Verteilung), folglich
muf} auch das Vektorpotential a ein Operator sein. Das gleiche gilt natiirlich auch fiir A, fiir unsere Fille wird
es aber geniigen, A als klassisches Feld zu betrachten. Wir haben also die Aufgabe, die Wirkung S(a,A) zu
quantisieren, wobei A als klassisches, duleres Feld behandelt wird. Dies geschieht am einfachsten mit Hilfe
eines Pfadintegrals. Wir gehen dazu zu euklidischen Pfadintegralen iiber und setzen

ap — —iaop, Ayg — —iAo, 80 — —iao, dxo — idxo

Sei weiter A, das Vektorpotential eines konstanten, duleren Magnetfeldes und A das Vektorpotential von lo-
kalen Quellen, A = A, + A. Das euklidische funktionale MaB dP4, das den Grundzustand des Systems mit der
Wirkung S beschreibt, ist dann durch

dPy(a) :=Z(A.+A)"! exp(—%SE(a,A))D[a]

gegeben, wobei
SE(a,A) = —ikScs(a— opyA) +Si(a,A)

2

Dla] = H 70da[x(x)

X o
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und Z(A. +A) ist die Zustandssumme, die so gewihlt ist, daB [dPs(a) = 1. Die Wirkung SZ(a,A) miiBte
eigentlich aus einer Vieltielchentheorie hergeleitet werden. Das ist aber bisher nicht geschehen. Man kann aber
aus der Struktur der Wirkung und aus allgemeinen Uberlegungen schon eine Reihe von Phiinomenen ableiten.
Eine wesentliche Uberlegung ist, daB Z(A. +A) als (euklidische) Zustandssumme eines zweidimensionalen
Elektronensystems unter lokalen Eichtransformationen invarinant sein muf. Eine weitere Bedingung, die erfiillt
sein muB, ist daB die Elektronenwellenfunkionen eindeutig sein miissen. Beide Bedingungen zusammen legen

oy auf die Werte

1 €2

j:21 +1hn

fest, siche J. Frohlich, T. Kerler, Universality in Quantum Hall Systems. Nucl. Phys. B 354, 369 (1991). Die
Autoren zeigen weiter, daf sich diese Formel verallgemeinern 146t, wenn man mehrere Strome J (@) zuldfit, so
daB fiir jeden dieser Strome die Beziehung

Oy =

JO =6l

gilt. Damit lassen sich die experimentell beobachteten Werte von oy erklédren.
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