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Kapitel 1

Einfithrung

Inhalt und Ziele der Vorlesung:

e Renormierungsverfahren fiir Hamiltonoperatoren (hauptséchlich analytisch).

darin: Arbeiten von Wilson 1965, 1970 [1, 2], stérungstheoetische Renormierung, (numeri-
sche Renormierung).

e kontinuierliche unitidre Transformationen.

darin: Flugleichungen, wie sie in unserer Arbeitsgruppe benutzt werden [3], kontinuierli-
che unitédre Transformationen zur Diagonalisierung von Hamiltonoperatoren. Unitéire Re-
normierung (similarity renormalization) nach Glazek und Wilson [4, 5].

Wesentliches Ziel: Verstehen der Methoden. Wie hingen die Methoden zusammen? Was ist
jeweils anders? Wo liegen Vor- und Nachteile.

Daneben: Behandlung unterschiedlicher Modelle, die meist recht einfach sind und beispiel-
haften Charakter haben. Da die Modelle unterschiedlichen Gebieten der Physik entnommen sind
und die Resultate zum Teil neu oder noch nicht publiziert sind, kann man hoffentlich auch etwas
iiber die Physik lernen.

Motivation

Warum Hamiltonoperatoren?

Renormierung wird oft in einer Lagrangeformulierung durchgefiihrt. Wirkung, ausintegrieren
von Freiheitgraden, ...

Griinde fiir die Verwendung von Hamiltonoperatoren:

e Hamiltonoperatoren werden in etlichen Gebieten der Physik viel oder nahezu ausschlie3-
lich verwendet, in manchen Bereichen erscheint ihre Verwendung natiirlich (Atom- und
Molekiilphysik, Quantenchromodynamik auf dem Lichtkegel).

e Es gibt mathematisch wohlverstandene Methoden zur Behandlung von Hamiltonoperatoren
(e.g. Storungsrechnung, WKB-Approximation).

e Fiir die Beschreibung gebundener Zustéinde oder die Beschreibung elementarer Anregungen
durch Quasiteilchen bietet sich die Hamiltonsche Formulierung an.

e Ein Hamiltonoperator kann in einer geeigneten, physikalisch motivierten Basis als Matrix
dargestellt und diagonalisiert werden.

e Interessiert man sich fiir das Langzeitverhalten in Systemen, so ist bei der Verwendung
von Hamiltonoperatoren automatisch die Unitaritiat der Zeitentwicklung gesichert. Das ist
wichtig, wenn Naherungen durchgefiihrt werden.
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Gliederung (vorldufig)

e Renormierung von Hamiltonoperatoren, insbesondere stérungstheoretische Renormierung.

kontinuierliche unitére Transformationen zur Diagonalisierung von Hamiltonoperatoren.

kontinuierliche Transformationen zur Renormierung von Hamiltonoperatoren.

evt. Deformation von Spektren und Renormierung (mathematisch exakte Renormierung).



Kapitel 2

Renormierung von
Hamiltonoperatoren

2.1 Einfiihrung

Renormierung: erste Arbeiten von Dyson [6], Ward [7, 8] und anderen. Allgemein anwendbares
Verfahren zur Renormierung von Hamiltonoperatoren von Wilson [1]. Darin wird als Beispiel ein
Modell untersucht, das die Wechselwirkung einer festen Quelle (Nukleon) mit skalaren Mesonen
(m%) beschreibt.

H= /wk(a;ak +bibr) + 9o /(2wk)_1/2((ak + b))y + (al, + bg)o-) (2.1)
k k

wobel

/ fiir (27) 73 / d3k steht,
k

wp = (2 + )2, = 1,

az erzeugt 7r+,

b; erzeugt m,

o+ transformiert den Neutron Zustand in einen Proton Zustand,
o_ transformiert den Proton Zustand in einen Neutron Zustand.

Bosonische Vertauschungsrelationen
lak, al,] = [bg,bL]. = (2m)363 (k — k) (2.2)

Vergleichbare Modelle, Bosonen in Wechselwirkung mit einem Zwei-Niveau-System, gibt es in
der Festkorperphysik (Tunnelsysteme u.a.), in der Atomphysik (Atom in Wechselwirkung mit
einem Strahlungsfeld), und in vielen anderen Gebieten. Das einfachste Modell in dieser Klasse
ist das Spin—Boson Modell

1 1
H = /ka;;bk + = /gk(bk + bL)O’Z + =Ao, (2.3)
k 2 Jk 2
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Renormierungsproblem: Grundzustandsenergie divergiert, Wechselwirkungsenergie divergiert, etc.
In Storungsrechnung treten diese Divergenzen in Form von Integralen auf: f & k~2 divergiert line-
ar, fk k=3 divergiert logaritmisch, etc. Einfiihrung eines Abschneideparameters k.: Hy, hat die
gleiche Form wie H mit der Einschriankung, dal Integrale auf k < k. beschrédnkt sind. Renormie-
rung: Bestimme die Kopplungen als Funktionen von k. so, dafl physikalische Erwartungswerte
von k. unabhéngig sind.

2.2 Renormierung des Spin—Boson Modells

2.2.1 Renormierung nach Wilson

Hy. = Hy+ Hy, (2'4)
mit
1
Hy = / ka;;bk + —/ gk(bk + bL)O’Z (2.5)
ko<k<ke 2 Jko<k<ke

und kyp > A. Betrachte Hy, als Stérung zu Hy.
Hy = < fko<k<k wkb bk+ 2 fko<k<k g’f(bk +10j ) 0 )

0 fko<k<k.wkb by, — 2 fl~co<k<l~cc i (br + b} )

93
- ( Juowar lonh + 50 O + 550) — 5] ;. ) (2.6)
0 fk0<k<kc[wk(b;; - Qngk)(b - QQTkk) - kak]

Grundzustandsenergie ist — |, Ko<k <ke 4w . Grundzusténde: (bg + ;Tkk”i >=10

_1
|+ >=N,° exp(—/ bT)|0 > x| 1> (2.7)
ko<k<ke 20%
_1
|- >=N,° exp(/ bT)|0 > x| > (2.8)
ko<k<ke 2wk
mit
g2
No = exp(/ 4—k2) (2.9)
ko<k<k. 2W
In erster Ordnung der Storungsrechnung findet man
Hron = POchPO (210)
Wegen
< Hlog|—> = Ny <0|exp(— / bT)exp(/ Tk ==b1)[0 >
ko<k<kc 2wy, ko<h<ke 20k ©
9k
—op(- [ I
ko<k<ke 2‘*’1%

= < —|og|+> (2.11)

gilt
oo . 1

Hien = Eg + kakbk + 5 gk(bk + bk)az + §Aren0'x (2.12)

k<ko k<ko
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mit
g2
Aven = Aexp(—/ k. (2.13)
ko<k<ke 2Wj

Dieser Prozel kann iterativ durchgefithrt werden. Schlielich kann k¢ so gewéihlt werden, dafl
Wy & Aren. Im Limes k. — oo muf auch A — oo damit A,e, nicht verschwindet. In dieser ersten

Ordnung werden also A und Ej renormiert. Beispiel: wi o« k, g k:_%, d = 3 liefert
g2
/ ZE o Ink, (2.14)
k<ke Wk

Das entspricht dem Modell eines Atoms (Zwei-Niveau-System) im Strahlungsfeld.

2.2.2 Storungstheoretische Renormierung

Wihlt man in der obigen Behandlung ky = k. — Ak., dann findet man

g k2

A(ke) — A(ke — Ak.) = A(kc)4ﬂ2w,%c

Ak, (2.15)

oder in differentieller Form die Flufigleichung

dA (k) g k2
N Lok 2.1
dkc ( )4772(40]%6 ( 6)
Die Losung ist wie vorher
g2
Ak) = Ao [ (2.17)
ko<k<ke 4W
Diese Ubereinstimmung ist nicht generisch.
2.3 Renormierung des Modells von Wilson
H = /wk(a}gak + b;bk) + / gk((ak + bL)O'_;_ + (a*k + b)o-) (2.18)
k k
Symmetrien des Modells:
Q= /(aLak —blby) + 0. (2.19)
k
ist eine Erhaltungsgrofie. H ist invariant unter Ladungskonjugation, H = U HU®, mit
Uc =0 =(U)! (2.20)
Uap,U¢ = by, Ubh,U° = ay (2.21)

U U=0_, Uo_U=o04 (2.22)
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2.3.1 Reduktion von k.

Hy, = / wk(akak + b;;bk) + / gk((ak + bL)O’.,. + (CL/,T'C + bk)O'_) (2.23)
k<kc k<ke

Aufteilung:

Hy, = Ho + Hy,—Ak. (2.24)

Hy = / wi(aj,ar + bbr) + / gr((ax +b})o+ + (aj, + by)o-) (2.25)
ke—Ake<k<ke ke—Ake<k<ke

Finde unitire Transformation Uy, die Hy diagonalisiert.
USchUO = U(]]LHOU(] + U(]]Lch—AkoO (2.26)

Konstruiere effektiven Hamiltonoperator mit dem neuen Abschneideparameter kg = k. — Ak,
indem USHkC—AkCUO als Storung zu USHOUO behandelt wird. Da Uy nur auf die Spinoperatoren
wirkt, kann man in fithrender Ordnung in den Termen

gk((ak + ka)UOTO'_i_U() + (CLL + bk)Uga_Uo) (2.27)

die Ausdriicke Ujo Uy, Ujo_Uy durch Grundzustandserwartungswerte beziiglich der Grund-
zusténde von USHOUO ausdriicken.

U(]]LO'_;_U(] — <U(]]LO'+U(]UC>O'+ = FOJ+ (228)

Das entspricht der Behandlung von Hj, A, als Storung zu Hj in fiihrender Ordnung. Der neue
Hamiltonoperator lautet

Hy, = / wi(alay + bibe) + / g ((ax +b)oy + (a], + by)o_) (2.29)
k<ko k<ko

mit g]gl) = Fygi. Das ist die Renormierungsgleichung fiir gi. Die Renormierung des Modells wird

durchgefiihrt, indem man mehrere Renormierungsschritte nacheinander durchfiihrt, solange bis
der Abschneideparameter klein ist.

Das Ergebnis hingt moglicherweise davon ab, wie grof3 die einzellnen Intervalle gew#hlt wer-
den. Wie miissen die Intervalle gewahlt werden? Da Uy nicht bekannt ist, stellt sich die Frage,
wie die Erwartungswerte berechnet werden.

2.3.2 Storungstheoretische Renormierung

Up=exp(n), n'=-n (2.30)
1

U{HoUy = Hy — [n, Ho] + 5[777 (0, Ho]] — +... (2.31)

Waihle

1= [ b + (a+ bo)
ko<k<kc
—Uz/ nkk/(aLak/ — afk,ak — kabk’ + b;;/bk)
ko<k,k'<kc

—0 / Mk (arber — apby — ajbl, + al,by.). (2.32)
Ko<k <k
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Hierbei ist n, = O(g), rrrs Tirr = O(g?). Mit nm, = g /wy, und geeigneten Ny, frpr gilt

wy(alag + blbg) — 2/ Mgk + O(g%). (2.33)

U(];HOUO N / ko<k<k
0 c

ko<k<kc
Damit gilt
Fy = (UlerUgU®)

= (o4 — [104] + 2l 1,04 ]] + O(G*)U®)

2
1
= orty [l =)o (o]~ b + O(P)U)
ko<k<kc
= 1- / ne (2.34)
ko<k<kc

Im Limes Ak. — 0 erhilt man

gk(kc - Akc) = gk(kc) - gk(kc)igikz A]{70 (2'35)
272 w,%c

und damit die Flugleichung

2 1.2
gkckc
2,2
2w Wi,

dgk (kc)
dk.

= gk(kc)

(2.36)

Aus Dimensionsgriinden: g = gg /wi/ ? Ist k grof verglichen mit u, so findet man die folgende
FluBgleichung fiir die Kopplungskonstante gg:

d.gO(kc) gO(kic)3
dk. 27k, (2.37)

go(ke)? = (go(ko) 2 + 7 In %)_1 (2.38)

C

Fiir vorgegebenes ko divergiert go(k.) fiir ein endliches k.. Stérungstheoretische Renormierung
funktioniert nicht, da gg groff wird und damit die stérungstheoretische Behandlung nicht mehr
gerechtfertigt ist!

Ein #dhnliches Problem tritt aber auch fiir ein anderes Modell auf, das Lee-Modell [9]. Im
Lee-Modell 148t sich das Problem nicht beheben! Es ist dem Spin-Boson Modell sehr &dhnlich
(nur eine Sorte Bosonen, lineare Kopplung, ...).

Fiir endliches Ak, mufl 0 < Fj < 1 gelten. Das ist aber nicht erfiillt, wenn go zu grofl wird.

Wilson fiihrt fiir sein Modell die Renormierung nur qualitativ durch. Eine quantitative Ana-
lyse ist nicht moglich.

2.4 Das allgemeine Verfahren
Renormierung von Hamiltonoperatoren:

- Zerlege Hy, in der Form Hy_ = Hy + Hy,.



Andreas Mielke

- Konstruiere einen effektiven Hamiltonoperator H.g der nur auf dem Grundzustandsraum von
Hj operiert. Das niederenergetische Spektrum von Heg soll mit dem von Hg identisch sein.
Sei dazu P die Projektion auf die Grundzustéinde von Hy. Die Konstruktion von Heg ist nicht
eindeutig. Nehmen wir an, wir hitten einen Ausdruck fiir Heg gefunden. Dann kénnen wir
durch eine unitidre Transformation U im Grundzustandsraum von Hy einen anderen effekti-
ven Hamiltonoperator konstruieren. Alle so konstruierbaren effektiven Hamiltonoperatoren
miissen unitir equivalent sein.

Bisher néherungsweise Hog = PHy P. Da in den Beispielen P mit den bosonischen Operato-
ren in Hy, vertauscht, brauchten wir nur Po, P oder Po, P zu berechnen. Diese Ausdriicke
waren durch Fyo, oder Fyo4 gegeben.

- Konstruiere R mit
(1= P)yY =RPy (2.39)
fiir niedrigliegende Eigenzustédnde ¢ von Hy,.
R =RP (2.40)
R=(1-P)R (2.41)

R kann nur fiir niedrig liegende Zusténde konstruiert werden. Genauer, R kann nur fiir
Zustidnde konstruiert werden, die sich beim Anschalten der Stérung Hy, aus den Grund-
zustinden von Hj entwickeln. In diesem Sinn ist die Methode stérungstheoretisch!

- Eigenwertgleichung von Hy,:
E(1— Py = (1 - P)Hy.(1— P)+ (1 — P)Hy, P (2.42)
EPy = PHy,(1 — P)Y+ PHy Py (2.43)

Multipliziere die zweite Glg. mit R und subtrahiere sie von der ersten

[(1-P)Hy, R+ (1 —P)Hy, — RPHy,R— RPHy Py =0 (2.44)
Forderung
(1-P)Hy, R+ (1—-P)Hy, — RPH,,R— RPHy, =0 (2.45)

mit PHyP = EyP

(Ey — H)R= (1 — P)H,P + (1 — P)H,,R — RHy,P — RH},, R (2.46)
oder
R=(Ey— Hp) '(1- P~ R)Hy,(P+R) (2.47)

erlaubt rekursive Berechnung von R, Start R = 0. Diese Konstruktion von R konvergiert nur,
wenn die Norm von Hy, klein verglichen mit der Energieliicke AE zwischen dem Grundzu-
stand und den angeregten Zustdnden von Hj ist. Fiir die Konvergenz geniigt z.B. ||Hy,|| <
0.2AE. Man erhilt R als Limes der Folge R, die durch Ry = 0, R,11 = (Eg — Ho) '(1 —
P — R,)Hy, (P + R,) gegeben ist. Ich zeige ||R,| < 0.4. Diese Behauptung gilt fir n = 0.
Induktion: Sie gelte fiir n. Dann ist ||R,41] < (AE)~(1.4) ||Hg,|l (1.4) < 0.4. Ebenso zeigt
man ||Ry+1 — R, < 0.4 x 0.56"
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- EPYy = [Ey + PHy, P + PHy R| Py (2.48)
mit Heg = Eo + PHy,P + PHy,R. Noch nicht hermitesch! Auflerdem: Sind ¢y und s
orthogonal, so nicht notwendig P71 und Pis. Es gilt aber

< (14 R'R)V2Pyr|(1 + R'R)V2 Py >=< 4y |tpg > (2.49)

wegen P(14+ R'R)Py = (P+ R'RP)y = (P+ R'(1—P))y = (P + R")y fiir niedrig liegende
Zustinde ¢ und < 11 |(P + R")thg >=< (P + R)t1 [thg >=< th1[thg >.

- Eigenwertgleichung:
(E— Hp)(P+ R)Pyp =0 (2.50)

Multiplikation mit (P + R)

E(P + R)(P+ R)Py = (P + R"H; (P + R)Py (2.51)
Mit (P + R')(P+ R) = P+ R'R = (14 R'R) P und Multiplikation mit (1+ R'R)~%/2 findet
man

B¢ = Hegd (2.52)
¢ =(1+R'R)2Py (2.53)
He = (14 R'R)"Y?(P + R"YH (P + R)(1 + R'R)™'/2 (2.54)

Dieser Ausdruck ist hermitesch und als Entwicklung in Hy, definiert. Er ist als Potenzreihe
in Hy, definiert, wenn R als Potenzreihe existiert.

R = 0 liefert das Resultat der Beispiele. Das ist die fiihrende Ordnung
Heg = PH, P = FEy+ PHy P (2.55)

Berechnung der nichsten Ordnung:

Ry = (Ey — Ho)~'(1 — P)Hy, P (2.56)

R} = PHy,(1 — P)(Eo — Ho)™" (2.57)
1

(1+RIR)V2=1- 5 PHio (1= P)(Eo — Ho)~%(1 — P)Hy, P + ... (2.58)

Hy = (1+RIR)™Y2P+R)H; (P+ R))(1+ R\Ry)/?
= Ey+ PH,P+ PHy,Ry + R Hy, P
—~EoPHy, (1 — P)(Ey — Hy) (1 — P)Hy, P + R{HoR,
= Ey+ PHy,P+ PHy,(Ey — Ho) "' (1 — P)Hy,,P + PHy, (1 — P)(Eo — Hy) ' Hy, P
—EyPHy, (1 — P)(Ey — Hy) (1 — P)Hy, P
+PHy, (1 — P)(Eo — Ho) "Ho(Ey — Hy) ' (1 — P)Hy, P
= Ey+ PHy, P+ PHy (1 — P)(Ey — Ho)"*(1 — P)Hy, P (2.59)
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Man erkennt die fiir Stérungsrechnung typische Struktur dieser Gleichungen [10]. Die hier vorge-
stellte Konstruktion hat den Vorteil, daf§ Heg schnell in beliebiger Ordnung konstruiert werden
kann.

Fiir realistische Modelle konvergieren die Potenzreihen nie. Typischerweise gilt AE < kg,
da Hp Anregungen mit dieser Energie enthilt, und ||Hy,|| > ko, da Hy, eine Anregung mit
dieser Energie enthélt. In den beiden Beispielen ist ||Hj,|| = oco. In héheren Ordnungen treten
in Heg hohere Wechselwirkungen auf, die in den Beispielen den Spin an zwei und mehr Boso-
nen koppeln. Hohere Ordnungen miissen abgeschéitzt werden. Dabei treten kleine Energienenner
und grofle Storungen auf! Die hoheren Wechselwirkungen lassen sich fiir diese Modelle nicht
abschétzen. Grund: Bosonische Anregungen. In fermionischen Modellen ist eine Abschéitzung
manchmal moglich, e.g. Kondoproblem. Hohere Wechselwirkungen kénnen dann in relevante
und irrelevante Operatoren eingeteilt werden. Auswege:

e Wihle ein Modell, in dem keine kleinen Energienenner auftreten. Ein Beispiel liefert Wilson
[2]. Das urspriigliche Modell wird stark modifiziert (Diskretisierung des Spektrums, ...)

e Diagonalisierung von Hamiltonoperatoren mit kontinuierlichen unitéren Transformationen,
Flufigleichungen [3], Anwendungen [11, 12, 13, 14]. Mit der Diagonalisierung wird das
Renormierungsproblem mit erledigt.

e Konstruiere ein Renormierungsverfahren, daf kleine Energienenner explizit vermeidet. Das
wurde von Glazek und Wilson vorgeschlagen [4] und spéter mit Hilfe von kontinuierlichen
unitéren Transformationen formuliert [5], Anwendung auf QCD [15].

e Deformiere das Spektrum in die komplexe Ebene. Dieses Verfahren erlaubt die mathema-
tisch exakte Renormierung von einfachen Modellen. Auf das Spin—Boson Modell wurde
dieses Verfahren von Bach et al [16] angewandt (allgemeinere Modelle fiir Atom im Strah-
lungsfeld).

Was ist konzeptionell geschehen? Ausgangspunkt war

ch = HO + Hk:()
= PHoP+QHoQ + PHy, P+ QH,Q + PH,Q + QHy, P
. < PHyP + PH, P PH, Q > (2 60)
B QHy, P QHoQ + QHy,Q '
mit Q = 1 — P. Dieser Ausdruck wird formal in eine blockdiagonale Form transformiert:
< PHyP + PHy P PH;,Q > Ut < PHyP + PHy P PH;,Q > U
QHy, P QHoQ + QHQ QHy, P QHoQ + QHj,Q
PHgP 0
= ~ 2.61
("5 ofee) (261
Nur der Teil PHqgP ist interessant, da er die niedrig liegenden Anregungen beschreibt.
Mit einem Ansatz
U=exp(T), T'=-T (2.62)

kann die obige Reihe fiir PHqgP rekonstruiert werden. Dazu schreibt man UTH U als Reihe
iterierter Kommutatoren und wihlt 7" in erster Ordnung so, daf [T, Hy| = PH,Q+ QHjy, P, also
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PTQ = —PH,Q(Ey — Hy)™!, QTP = (Ey — Hy) 'QHy, P. Man kann PTP =0 und QTQ = 0
wéahlen. Damit gilt

1
U'H,U = Hy+ Hy, — [T, Hy| — [T, Hy,] + 5[T[T, Holl + O(H}))

= Hy+ PHp, P+ QHyQ — %[T, Hy,] + O(H} )
= Ho+ PHy,p + QHy,Q
—%(PTQH,%P — PH, QTP + QTPH,Q — QHy,, PTQ) + O(H}} )
= EoP0+ PHy, P+ QHy,Q + PHy,Q(Ey — Ho) 'QHy, P
+%QHkOPHkOQ(EO — Ho) ' + %(Eo — Ho) 'QHy,,PH,,Q + O(H}) (2.63)

Das ist der gleiche Ausdruck wie vorher. Die htheren Ordnungen sind auf diese Weise nur sehr
schwierig zu bestimmen. Gilt ky = k. — Ak., Ak, klein, so ist T' = n(k.)Ak. und man erhilt

UTHkCU = HC{{ = ch - [T](kc),ch]Akc (2.64)
Mit der Notation Heg = H (k. — Ake), Hy, = H(k.) findet man
dH (k.

PARe) — fothe), i, (269

Die Renormierung kann also als kontinuierliche unitéire Transformation geschrieben werden. Das
gilt natiirlich nur, wenn das Spektrum kontinuierlich ist! Fiir diskrete Spektren (Matrizen) ge-
schieht hier formal das Folgende. Ausgangspunkt ist eine Matrix

Hyy Hyip -+ Hipy
7 — Hy Hyy -+ Hop (2.66)
Hnl Hn2 e Hnn
wobei ich annehme, dafl Hyy < Hoy < ... < Hp,. Im ersten Renormierungsschritt wird der
Zustand mit Index n behandelt. die Matrix wird auf eine Form
1 1
i
g | Ha o Hyy 0 (2.67)
0 0 j269

transformiert. Im néchsten Schritt wird der Zustand mit Index n— 1 ebenso behandelt, etc. Wire
diese Prozedur exakt durchfiihrbar, so hétte man nach n Schritten die Matrix diagonalisiert.
Bemerkung zum nichtkontinuierlichen Verfahren, Aquivalenz, ...
Beispiel: 3 x 3—-Matrix.

€1 a3 Q2
H = Q3 €2 Q7 (268)
Qa2 o1 €3

mit €1 < €3 < €3. Das oben beschriebene Verfahren wiirde zunéchst a7 und a9 eliminieren.
Elimination von aq:

1 0 0 €1 Qa3 Q2 1 0 0
UHU=[ 0 u w az € o 0 u —wv (2.69)
0 —v u Qg o €3 0 v wu



12 Andreas Mielke

mit u = cos P, v = sin¢. a; wird eliminiert falls tan 2¢ = 5223153. Solange diese Rechnung wie

im Fall der 3 x 3-Matrix exakt durchgefiihrt werden kann, spielt es keine Rolle, in welcher Rei-
henfolge die auflerdiagonalen Matrixelemente eliminiert werden. Normalerweise kann man die
Rechnung nicht exakt durchfiithren. Fiir die Storungstheoretische Behandlung wie fiir die nume-
rische Behandlung ist es wichtig, dafl der Winkel ¢ klein ist. Dann hat man keine kleinen Ener-
gienenner! Das oben beschriebene Renormierungsverfahren (Moden mit hohen Energien werden
zuerst eliminiert) ist nicht sinnvoll, wenn z.B. €; < €3 $ €3. M6chte man einen Hamiltonoperator
diagonalisieren, so sollten zuerst Matrixelemente eliminiert werden, die zu groflen Energiediffe-
renzen gehoren, dann die zu kleineren Energiedifferenzen. Diese Idee ist die Grundlage fiir die
Diagonalisierung von Hamiltonoperatoren mit FluBgleichungen wie von Wegner vorgeschlagen
[3] und fiir das neue Renormierungsverfahren von Glazek und Wilson [5].




Kapitel 3

Kontinuierliche unitéare
Transformationen: Diagonalisierung
von Hamiltonoperatoren

Im vorangegangenen Kapitel haben wir gesehen, dafl die Renormierung eines Hamiltonoperators
(im Fall kontinuierlicher Spektren) als kontinuierliche unitire Transformation geschrieben wer-
den kann. Diese Transformation kann in der Regel nur approximativ durchgefiihrt werden. Der
Hamiltonoperator wird dabei in eine blockdiagonale Form gebracht und der Teil, der die nied-
rig liegenden Anregungen enthilt wird als effektiver Hamiltonoperator benutzt. Dieser Schritt
wird mehrfach (kontiniuerlich) durchgefiihrt und man erhélt am Ende einen renormierten Ha-
miltonoperator mit einem erniedrigten Abschneideparameter. Ein Problem, das dabei auftritt,
sind Energienenner, die von der Groflienordnung des erniedrigten Abschneideparameters sind.
Dieses Problem kann behoben werden, wenn man zuerst die Matrixelemente eliminiert, die zu
groflen Energiedifferenzen gehoren. Diese Kriterium sorgt auch bei der numerischen Diagonali-
sierung einer Matrix fiir die Konvergenz. Dem von Wegner vorgeschlagenem Verfahren, einen
Hamiltonoperator H oder eine Matrix H mit einer kontinuierlichen unitéren Tranformation zu
diagonalisieren, [3] liegt die gleiche Idee zugrunde. Dieses Verfahren, seine Anwendung auf Bei-
piele und sein Zusammenhang mit Renormierung von Hamiltonoperatoren soll in diesem Kapitel
dargestellt werden.

3.1 Kontinuierliche unitire Transformationen fiir Matrizen

Eine kontinuierliche unitére Transformation hingt von einen Parameter ¢ ab. Sie kann als U (/)
notiert werden. Ich nehme im folgenden an, dafl U(0) = 1 gilt und dafl U(co) den vorgegebenen
Hamiltonoperator H oder die vorgegebene Matrix H diagonalisiert. Durch die Transformation
wird H von £ abhéngen,

H(0) = U'(O)HU(0). (3.1)

Wiére die Transformation U(¢) bekannt, so kénnte man H(oco) bestimmen und das Problem
wire gelost. In der Regel kennt man die Transformation nicht, die einen vorgegebene Matrix
diagonalisiert.Es ist deshalb sinnvoll, die Transformation infinitesimal zu formulieren.

dH (0)

7 [n(€), H(E)]. (3.2)

13
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Hierbei ist 7 die Erzeugende der Transformation. 7 ist antihermitesch, n' = —n. Fiir die Matri-

xelemente erhélt man

dhy,q(£)

TZ = Z(Whp(g)hp,q(e) — Ty p(O)11p,q(€)) (3.3)
P

7 soll so gewiahlt werden, dafl die Matrix mit steigendem 7 immer diagonaler wird. Ein Kriterium
ist zu fordern, daf 3, hi’q monoton fillt. H = Hy+ H,, Hy = diag(H).

TrH? + TrH? = TrH? = konstant (3.4)

> kitq hi = TrH? féllt monoton, wenn TrH? monoton steigt.

dTng d 9
e e Eq: P
= 2 Z hq,q Z(Uq,php,q — hgpTp.q)
q p
= 2 Z Mp.alp.g(Pp.p — g q) (3.5)
Dq

Die rechte Seite soll nicht negativ sein. Eine mogliche Wahl von 7, 4 ist 1, 4 = hpg(hpp — Rgq)
oder

n= [deHr]' (3‘6)
C””Z*Z(@ = 37 (i () + g (£) = 2R () ot (O (6). (3.7)
d d

_ h2 - h2

a kzﬁ ka p Ek: b

= =2 (hik — hgg)’hi,
k,q

k,q

Da ) ., h% o, monoton féllt und beschrénkt ist, mufl die Ableitung im Limes ¢ — oo verschwin-
den, es gilt also

n(0) = [Hy, H| —¢—c0 0 (3.9)

Wir haben das Ziel also fast erreicht, die Matrix kommutiert fiir £ — oo mit ihrem Diagonalteil.

3.1.1 2 x 2—Matrix

Um ein Gefiihl fiir die Gleichungen zu bekommen, ist es niitzlich, zunéchst kleine Matrizen zu
betrachten. Als erstes die 2 x 2-Matrix

H= ( ‘v ) (3.10)

vV €9
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Fiir n erhélt man

. 0 ?)(61 — 62)
n= ( W(es — 1) 0 > (3.11)
Es gilt

. 2’[)2(61 — 62) —1)(61 — 62)2

] = (23, e (312)
FluBigleichungen
de
d_€1 = 2’[)2(61 - 62) (313)
9 92y — 1) (3.14)
v — 2V (€2 €1 .
dv
7= —v(er — €2)? (3.15)

Die Grofie €1 + €2 = TrH ist eine Konstante, ebenso C' & 2Tr(H — $TrH)? = (1 — €2)? + 402
d

@(61 - 62) = 4’[)2(61 - 62) (316)
% = 8U2(€1 - 62)2 — 8’[)2(61 — 62)2 =0 (3.17)
Daraus ergibt sich
dv
b — 4p? 1
7 v(C — 4v*) (3.18)
dv® 2 2
__=_9 —4 1
7, v (C — 4v?) (3.19)
, /v2(£) dr
v2(0) 83)2 —2C
2
1 C v?(£)
= —In(l-—)
2C 4x UQ(O)
C
)
2
v2(0) CvA(0) (3.21)

= (e20t _ 402(0) (€207 — 1)
Fiir grofie £ zerfillt v oc e=¢*. Es gilt C' = (e1(00) — €2(c0))?. Das ist das typische Verhalten. Im
allgemeinen Fall gilt

dh
dlzq = —(hrk — hq,q)zhk,q + Z (e, (€) + ha,q(€) = 2hp p(€)) e p (€) P g (€). (3.22)
pF#k.q

Der zweite Term enthélt zwei auerdiagonale Matrixelemente und ist damit typischerweise klein
fiir grofle £. Der erste Term liefert den asymptotischen Zerfall

hi.q o< exp(—(hy 1 (00) — hyq(00))2¢) (3.23)
Der Zerfall wird umso langsamer, je kleiner die Differenz hy, j,(00) — hgq(00) wird. Was passiert
bei Entartungen? Im Fall der 2 x 2-Matrix ist dann n = 0. Dieser Fall kann also nur an der
3 x 3-Matrix diskutiert werden.
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3.1.2 3 x 3—Matrix

Fiir eine 3 x 3—Matrix

€1
H = U3
U2

V3 U2
€2 U1 (3.24)
V1 €3

lauten die FluBgleichungen

dep
d¢

— = 203(e1 — €3) + 203 (e — €2) (3.25)

und zyklisch

d€2

o= 205 (€5 — €1) 4 203 (€9 — €3) (3.26)
de
d—; = 2’[)%(63 — 62) + 2’[)%(63 — 61) (327)

und fiir die auerdiagonalen Matrixelemente

v

d—z = —vy1(ez — €3)% — vou3(2€; — €2 — €3) (3.28)
und zyklisch

v

d—z = —vg(€] — 53)2 —v1v3(2€9 — €1 — €3) (3:29)
v

d_?l; = —U3(€1 — 62)2 — V11 (263 — €1 — 62) (3'30)

Es gibt in diesem Fall 6 gekoppelte Differentialgleichungen, aber nur 3 unabhéngige Integrale,
TrH, TrH? und TrH?3. Dieses Gleichungssystem kann also nicht durch Quadratur gelést werden.
Numerische Integration fiir drei Beipiele

Bild 1:

Bild 2:

Bild 3:

Startwerte:
€1 = 1,62 = 3,63 = 2,5,U1 = 1,8478,’[)2 = 0, 7654,U3 =1

€1 und €3 kommen sich nahe, wiahrend e sehr groff wird. Daher gehen v; und vg
schnell gegen 0, wihrend die Konvergenz fiir vy langsam ist.

Startwerte:
€1 = 1,62 = 3,63 = 2,1)1 = 1,8478,’[)2 = 1,?}3 =1

€1 und e3 kommen sich sehr nahe, wihrend es wieder sehr grof3 wird. Daher gehen v
und ws schnell gegen 0, wihrend die Konvergenz fiir vo noch viel langsamer ist, als
vorher.

Startwerte:
€1 = 1,62 = 3,63 = 2,’[)1 = 1,8478,’[)2 = 0, 7654,?)3 =1

€1 und €3 sind entartet. v; und vs gehen wie vorher schnell gegen 0, die Konvergenz
fiir vy ist wider Erwarten noch schneller.
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Dieses Verhalten scheint generisch zu sein! Warum erhélt man bei Entartung eine schnellere
Konvergenz? Ich nehme 0.B.d.A. an, dafl €; — €3 —y_o 0 gilt. Sei 6 = €1 — €9, € = %(61 + €2).
Dann gilt

% 5402 + 0 4 02) + 2002 — 02)( — e3) (3.31)
dv B 1 - 3
d—ﬁl = —vl(e — €3 — 55)2 - U2’U3(6 — €3+ 55) (3'32)
dv - 1 N 3
d—; = —UQ(E — €3 + 55)2 — ’Ul’Ug(E — €3 — 55) (333)
% = —30% + 20102(€ — €3) (3.34)

Ich mochte die Frage untersuchen, was bei einer Entartung passiert. Dazu nehme ich an, daf} fiir
grofle ¢ die Differenz A Lef e €3 > 0 ist. In guter Ndherung kann man dann annehmen, dafl A
nicht mehr von ¢ abhéngt. Die vier Gleichungen lauten dann

dU1

W = —UlAz - ’Ugng (335)
d

% = —UQA2 - ’Ulng (336)
dU3 2

—, = ~U3 102 .
¥, v30° 4 201V A (3.37)
do 2 2, .2 2 2

% = 6(4?}3 + Ul + 7)2) + 2(7)2 — Ul)A (338)
Damit gilt

d

@(v% +v3) = —2(v} + v3)A? — dvjvaus A (3.39)
d o 252

V= —2v350% + 4v1v2u3A (3.40)

Wie zu erwarten nimmt v 4+ v3 + v5 monoton ab. AuBerdem gilt

d
207 - o) = 208 - Pa? @41
so daBl v¥ — v3 o exp(—2A2¢) fiir grofe ¢. Fordert man, da8 § — 0 fiir £ — oo, dann gilt
0 4
§= 2/ dt'(v? — v A exp(—/ at" (4v% + vl 4+ 03)) (3.42)
)4 )4
Fallunterscheidung:

Fall 1: Entartung: vs — 0.
Dann gilt v; o exp(—A2f), va o exp(—A2¢) und damit vz o< exp(—2A2%¢), §
exp(—2A2¢). Dieses Verhalten entspricht der Numerik!
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Fall 2: keine Entartung: vs — v3(00) # 0.
vy und vy fallen oc exp(—A2¢) mit A2 = min(A(A £ v3(00))). Offenbar muB |vz(c0)| <
|A] gelten. Dieser Fall tritt nur fiir bestimmte Anfangsbedingungen auf und ist in-
stabil. Eine kleine Anderung in den Anfangsbedingungen fithrt zu v — 0.

Damit ist gezeigt, dafl im generischen Fall die Flugleichungen gegen eine Diagonalmatrix konver-
gieren. Aufinahmen treten auf, sind aber gegeniibner kleinen Abweichungen in den Anfangswerten
instabil. In allen Féllen ist die Konvergenz exponentiell.

Eine entsprechende Diskussion kann fiir die N x N-Matrix durchgefiihrt werden. Es gilt

dhy 4 (¢
]ZZ( ) _ D (i (€) + g q(£) = 2y p () ik p (D) g (€). (3.43)
p
und damit
d
ar D hie=2> (k= heg)’hi, (3.44)
k k7q

Ich nehme wieder an, dal 6 = h11 — hog gegen 0 geht. Als Flugleichung fiir § hat man

dé

o= 3(4hdy + > (A, + h3y) + > (hir + has — 2hgq) (A3, — h3,) (3.45)
q>3 q

Diese Gleichung ist von der Form

dd

Fordert man 6 — 0, so erhélt man als Lésung

J= —/ dl'b eXp(—/ dl"a). (3.47)
l ¢

d zerfillt asymptotisch wie b, auch dann, wenn a gegen einen konstanten Wert a(oco) geht. Ferner

gilt

dhy2
= had” o+ Zq:(hn + hag — 2hg g )highag (3.48)

Damit muB hjg — hia(c0) fiir grofle ¢ wie Zq(hll + hog — 2hg ¢)h14h2g abfallen, also exponentiell.

3.1.3 Storungsrechnung fiir die N x N—Matrix

Die FluBigleichungen fiir eine N x N-Matrix konnen iterativ gelost werden, wenn die auflerdia-
gonalen Matrixelemente klein sind. Als Startfunktionen nimmt man hy j = h,gl,i(O) und

hi') = hig(0) exp(— (A (0) — hg,g(0))20). (3.49)
Der n—te Iterationsschritt ist
iy " (nt1) 1 (n) (n) (n)

)y n+ n n n n n n n

s =t (= gD+ D (T B = 2R R, (3.50)

p#k,q
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Fir n = 2 hat man

B2 = B2 (0) exp(— (i (0) — g (0))%0)
hk £(0) + g q(0) —2hy,,(0)
* 2 a0 T O + g 0) — Ty O — (0]~ g O
hiep(0)hyp 4 (0) [eXP (= (P (0) — hqg(0))2¢)
—exp (= ((Prk(0) = 7p.p(0))? + (g g(0) — hpp(0))?) £)] (3.51)
hi2) (c0) ) + Z hh’”’ h 0()0) (3.52)

Das sind typische stérungstheoretische Resultate.
Diese storungstheoretischen Resultate liefern das falsche asymptotische Verhalten. Das kann
korrigiert werden, wenn man als Startfunktionen h,(;,)g = hy x(00) und

B = D (0) exp(—(i i (00) — hgg(00))20). (3.53)
nimmt. Fiir n = 2 hat man analog zu vorher

W) = 2 (0) exp(— (T (00) — hyq(00))20)

hk,k(oo) + hg,q(00) — 2Ry, p(00)
" Z = hpp(00))? + (hg,q(00) = hy p(00))? — (A, (00) — hgq(00))?

p#k,q
hk,p(o)hp,q(o) [exp ((hkk(oo) - hq,q(oo))%)
— €xXp (— ((hkk(oo) - hp,p(oo))z + (hq,q(oo) - hp,p(oo))z) 5)] (3.54)
fir k # ¢ und
hi) = By Z hkk ;) (p()oo) exp(—2(hy 1 (00) — hp p(00))20) (3.55)
hi 1 (00) kann daraus selbstkonsistent mit £ = 0 bestimmt werden.
e 1 (0) = P (00 Z Tl h'“’ — (O() ) (3.56)

3.2 Storstelle in einem Band

Bisher wurde nur untersucht, wie sich Matrizen mit Hilfe von Flufigleichungen diagonalisieren
lassen, wie das Konvergenzverhalten ist, und was bei Entartungen passiert. Wir haben gesehen,
dafl H(¢) immer exponentiell gegen H(c0) konvergiert. Was geschieht fiir den Fall, in dem H ein
kontinuierliches Spektrum hat. Der folgende Hamiltonoperator ist ein einfaches Beispiel, an dem
diese Frage diskutiert werden kann.

H =" excler +ead'd+ Y Vilchd + d'cy) (3.57)
k k
CL und ¢ sind elektronische Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren fiir Elektronen in einem

Band mit einer Dispersion ¢;. An dieses Band ist eine Storstelle der Energie ¢4 gekoppelt, d' und
d sind die zugehorigen Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren. Die Hybridisierung zwischen
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den Bandzustinden und dem Storstellenzustand ist durch Vi gegeben. Der Hamiltonoperator
ist exakt losbar. Er spielt eine gewisse Rolle fiir das Kondoproblem (Toulouse-Limes). Fiir die
Erzeugende der unitédren Transformation wéhle ich

n = Z mc(CLd - dTCk) + Znhq(c;gcq — c};ck) (3.58)
k k,q
Dann gilt
n,H|] = Z Ni(ea — ex)(chd + diey)
k
+ > mValeheq + cher)
k.q
— 2 mWd'd
k
— Z Mg (€x — €q)(clcq + cher)
k,q
+ 2) mrgValdier + cid). (3.59)
k,q

In [n, H] treten Terme auf, die Operatoren cf.c, +chcx, enthalten. Diese Terme waren im urspriing-
lichen Hamiltonoperator nicht vorhanden. Das ist ein typisches Problem der Flufigleichungen. Es
werden neue Wechselwirkungen generiert. In fast allen Féllen miissen geeignete Ndherungen
gefunden werden, mit denen die neuen Wechselwirkungen behandelt werden kénnen. Dieses Pro-
blem ist analog zu den neuen Operatoren, die unter Renormierungstransformationen erzeugt
werden. Dazu spéter. Im vorliegenden Fall kann man durch die Wahl

1
nk,q(ek - Eq) = 5(7716‘/(1 + ank) (3.60)

vermeiden, dafl diese Terme auftreten. Diese Wahl von 7y, , entspricht nicht der urspriinglichen
Wahl n = [Hy, H]. Wir sind aber in der Wahl von 7 nicht festgelegt. Eine andere Wahl von 7
ist in diesem Fall niitzlich, da dadurch der Hamiltonoperator forminvariant bleibt. Entsprechend
der urspriinglichen Wahl n = [Hy, H| kann aber der Parameter 7, festgelegt werden,

Mk = Vi(€ex — €a) (3.61)

Die Flufigleichungen lauten dann

de o 2 2 €L + Ep - 2€d

o = Vil —e)’+ ij O (3.62)
dek o 2

7= 2V (e, — €q) (3.63)
dEd 2

4 _9 - .64
i Ek: Vi (€q — ex) (3.64)

Man erkennt, dafl TrH erhalten ist, da %(z i €k +€q) = 0 gilt. Fiir eine grofie Zahl von Zusténden
N im Band gilt V;; o N~'/2. Daher muf 7, ebenfalls von der Ordnung N~'/2 sein. Damit
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dndern sich die Bandenergien €, nur um O(N~1), die Ableitung von €, kann im Limes N — oo
vernachléssigt werden. Ich fiihre die Funktion

J(e.0) =D ViEd(e — ) (3.65)
k

ein. Die FluBgleichungen fiir ¢ und J(e, ¢) sind

% i / de(eq — )T (e, ) (3.66)

a"é; D o 0)(eq— ) +2 / PREAGLOL) (El’f)_(j ¢~ 2€q) (3.67)

Der Integration iiber ¢’ war vorher eine Summe iiber q # k. Daher ist das Integral als Hauptwert-
integral zu interpretieren. Im vorliegenden Fall sind die Flufigleichungen geschlossen, es treten
keine weiteren neuen Kopplungen im Hamiltonoperator auf. Das ist typischerweise nicht der Fall.
Wenn andere Kopplungen auftreten und diese nur ndherungsweise behandelt werden, kann das
Auftreten von vergleichbaren Energienennern Probleme bereiten. Ich konstruiere zunéichst eine
Naherungslosung

3.2.1 Néaherungslésung

Vernachléssigt man den zweiten Term in der Gleichung fiir J(e, £), so hat man

dea / deleq — €)J(e, 1) (3.68)

dl

OO o 1(e,0)(eq — )2 (3.69)
ot

und damit

deq 0J(e,l) 1

= /de S T— (3.70)

Nimmt man auflerdem an, daf €4 schnell gegen €4(c0) konvergiert, dann kann man in der letzten
Gleichung €, auf der rechten Seite durch e4(00) ersetzen. Das entspricht der iterativen Losung fiir
die Flufigleichungen von Matrizen, die im vorangegangenen Abschnitt vorgestellt wurde. Jetzt
kann die Gleichung integriert werden und man erhilt mit der Annahme J(e,00) = 0

€q = €q(00) — /de% (3.71)

Fiir £ = 0 ergibt sich die Selbstklonsistenzbedingung, aus der €;(c0) bestimt werden muf.

3.2.2 Exakte Losung
Fiir die exakte Losung konstruiert man sich die Funktion

F(z,0) = % (3.72)

Diese Funktion hat bei z = €;(c0) eine Nullstelle. Die einfache Form von H liefert

F(z,0) =2 —¢€5— /aleM (3.73)

zZ —€
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Leitet man diese Grofle nach £ ab, so findet man

aFZ(??f) — 2/d6(6_6d)J(67€)+2/d6W
J(e,0) (€, 0) (e + € — 2eq)
_Z/dede G =]
- 2F(Z,£)/dew -

Z—€

Man erkennt, daB fiir £ = oo genau dann F'(e4(o0),00) = 0 gilt, wenn J(e,00) = 0 gilt. Dann
gilt aber F(e4(00),¢) = 0 fiir alle ¢, insbesondere auch fiir £ = 0. Das liefert gerade die obige
Selbstkonsistenzbedingung

J(€,0)

eq(00) = €4(0) + /deEd (3.75)

(00) —€
3.2.3 Beispiel

2V2
J(6,0) = —VD?—¢€ (3.76)

wD?

2D ist die Bandbreite und V = />, V;2. Sei I’ = %.

ea(00) — €q(0) + % (sign(ea(o))v/(eal20))? = D? = ea(o0) ) = 0 (3.77)
falls |eq(o00)| > D.
ea(00) — ea(0) — %ed(oo) 0. (3.78)

falls |eq(c0)| < D. Die Losung ist

ea(00) = f‘fog . (3.79)
D

€q4(00) liegt innerhalb des Bandes falls I' < D — |¢4(0)].

Fiir hinreichend grofie V' (I' > D) liefert die Selbstkonsistenzbedingung zwei Losungen fiir
€q(00). Die Flufigleichungen liefern immer nur eine Losung. Die zweite Losung hat aber auch
eine physikalische Bedeutung. Bei starker Hybridisierung bildet sich ein lokalisierter Zustand
im Band, dessen Energie aus dem Band wandert. Das ist die zweite Losung. Sie kann mit den
Flugleichungen in der derzeitigen Formulierung nicht gefunden werden.

3.2.4 Asymptotik

Oft ist der Fall interessant, in dem die Storstelle im Band liegt. Dann erhilt man keine exponen-
tielle Konvergenz von J(e, ) gegen 0 mehr. Geht J(e, £) iiberhaupt gegen 07 Wenn man zunéchst
annimmt, dafl J (e, ¢) fillt, dann kann man fiir grofle £ evt. den zweiten Term in der FluBgleichung
fiir J (e, £) vernachléssigen, da er quadratisch in der kleinen Grofle J (e, £) ist. Damit hat man fiir
grofle ¢ die gendherte Gleichung

0J (€, 0)
ol

= —2(e — €9)*J (e, ) (3.80)
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mit der Lésung
4
J(e,0) = J(e, bo) exp(=2 [ dl'(e — e4)?) (3.81)
Lo

Die Flufigleichung fiir ¢4 lautet dann

ded ¢ / 2

Ly / deleq — €)1 (e, ly) exp(—2 / (e — e2)?) (3.82)
Lo

Sei €4 = ﬁ f;; dl'e;y. Dann gilt

¢

deg 2exp(—2 [ dl'él+ 262 (0 — b))
dr ‘%

/de(ed — € —é)J(€q+ €, o) exp(—262 (£ — £y)) (3.83)
Macht man einen Ansatz
€1 = Ed(OO) + al® (384)
so gilt

l

/ dl'e% — &2 (0 — lg) oc 2% oder fir b= —= o Inf (3.85)
Lo
und
€q—éqoc b (3.86)

J(€q + €,4p) ist ndherungsweise konstant fiir groBe ¢. Die rechte Seite der FluBgleichung fiir €,

zerfillt exponentiell fiir b > —% was im Widerspruch zur Annahme steht. Fiir b < —% geht

die Exponentialfunktion gegen 1. Damit geht die rechte Seite proportional zu Kb_%, was auch im
Widerspruch zur Annahme steht. Fiir b = —% erhélt man auf der rechten Seite einen algebraischen
Zerfall, der noch von a abhéngt, ndmlich =372 Fiir g = :l:% erhilt man o £~% im Finklang
mit der Annahme. Damit gilt also

1

€ = ed(oo) + — (387)
2072
Eine genauere Analyse der Gleichungen zeigt, dal man ein Verhalten
1
€q = €q4(00) £ ——g(In¥) (3.88)
2072

bekommen kann, wobei g(z) eine periodische Funktion ist, fiir die g(z)? im Mittel 1 ist. Das
wurde in der Diplomarbeit von Peter Lenz gezeigt, siehe auch [14].

Mit diesem Resultat erhélt man fiir J(e4(00), £) einen asypmtotischen Zerfall o ¢=2. Das gilt
auch dann noch, wenn man nicht, wie zu Beginn dieses Abschnitts, den zweiten Term in der
FluBigleichung fiir J(eq(00), ) vernachléssigt. Fiir hinreichend groBe ¢ und fiir € nahe bei €;(c0)
findet man also

J(e,0) o £72 exp(—2(e — e4(00))20) (3.89)

Die Asymptotik ist in diesem Fall ganz anders als im Fall von Matrizen oder allgemeiner im Fall
von diskreten Spektren. Die Asymptotik der Fluigleichungen erlaubt also evt. eine Charakteri-
sierung der Entartungen in Spektren von Hamiltonoperatoren.
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3.2.5 Dynamik

Wenn ein diskreter Eigenwert in ein Kontinuum eingebettet ist, erwartet man, dafl der entspre-
chende Zustand instabil wird und zerféllt. Dem transformierten Hamiltonoperator H (¢ = oo)
sieht man das nicht an, da er keine Kopplung zwischen der Storstelle und dem Band enthélt. Um
zu verstehen, wie der Zerfall des Zustands mit dem Flufigleichungsverfahren berechnet werden
kann, mufl man die Korrelationsfunktion

C(t) = (d'(t)d(0) + d(t)d'(0)) (3.90)

berechnen. Diese Rechnung kann in dem hier diskutierten einfachen Modell exakt durchgefiihrt
werden. Es ist interessant zu sehen, wie die Dissipation in dem Fluflgleichungsverfahren beschrie-
ben wird. Die wesentlichen Elemente dieser Rechnung finden sich in etwas verdnderter Form in
entsprechenden Rechnungen in anderen, interessanteren Modellen wieder.

Die Korrelationsfunktion C'(¢) kann im Prinzip fiir jedes ¢ berechnet werden. Sie darf nicht
von ¢ abhéngen. Es ist bequem, sie fiir £ = oo zu berechnen, da dann der Hamiltonoperator
eine einfache Form hat und die Dynamik trivial wird. Da wir den Hamiltonoperator aber unitér
transformiert haben, miissen wir die anderen Operatoren entsprechend transformieren. Um C'(t)
zu berechnen, mufl man d' bei £ = co kennen. Die Fluigleichung fiir d'(¢) ist

ddt(0) "
= 91
T [, d" (€)] (3.91)
Mit dem Ansatz
d'(6) = h(O)d" + > \e(O)c} (3.92)
erhilt man

[n,d!(¢) anck an 0)d' + 2anq)\ cl (3.93)
und damit die Flufigleichungen

- Z Nk Ak (3.94)
K

A\
= k+2znkq (3.95)

Diese Gleichungen miissen gelost werden. Zunéchst stellt man fest, daf§ die Summenregel
R4+> A =1 (3.96)
k

gilt, was bedeutet, daf [d(¢),d!(¢)] = 1. Setzt man n; und 7, in die Fluigleichungen ein, so
erhdlt man

= Viler — €a) M (3.97)
p

d\
d—; = h(f)Vk(Ek — Ed + Z VkV
k.q

€+ €q — 24

p— Ag- (3.98)
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Fiir € = eq(00) gilt (e — €q) x 072 und Vj, o £71 falls €q(00) im Band liegt. Damit fiir diesen
Wert von k A nicht divergiert mufl A — 0 fiir £ — oo gelten. Dieses Resultat wird in der Losung
spéter auch deutlich. Damit findet man

C(t) = Z M (00)% (ny, expliegt) + (1 — ny,) exp(—iext)) (3.99)
k

C(t) kann aus der Spektralfunktion

S(w) = Me(00)?0(w — €) (3.100)
k

berechnet werden. Die Summenregel >, Ax(00)? = 1 bedeutet C(0) = 1 oder [dwS(w) = 1.
S(w) kann aus der Funktion

22

Sy(z,0) = Zk: . _’fek (3.101)
durch

S(w) = %C‘Sg(w — 0™, 00) (3.102)
berechnet werden. Analog zu Sy benétige ich die Funktionen

Si(z,0) = Ek: ;ﬁVE’“k (3.103)
So(z,0) =Y Vi (3.104)

. C Tk

Die Funktion Sp(z, £) ist uns schon bei der Losung der Flufigleichungen fiir den Hamiltonoperator
begegnet: Wir haben €;(c0) als Losung der Gleichung

€q(00) = €4(0) — RSp(eq(00),0) (3.105)
erhalten. Ich berechne jetzt die Ableitungen der Funktion Ss, S; und Sy nach 4.
A Lk

E D

A Vi (er — €q)
= zhzk: Br—

49 Z )\ka)\qX/(l(ek +€q — 26d)
= Goa)(a—e)

_ 2hZ A Vi (er — €q)
%

Z — €L
n Z )\ka)\qV;](Ek + €4 — 2€d) 1 B 1
€ — €q Z — €L Z — €q
k,q

A Vi (e — €4)
- 2h§k: E——
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49 Z M ViAgVy(eq — €a)

(z —ex)(z —¢g)

= oy sy Y Aa )

- Z — €
Ebenso findet man

05 3 (g + Vi)
ol

Z — €
I k

B sz(ek — €q4)
= Z z — €

V2 )\ Vy(ex + €g — 2€4)
+ Z (z — ex)(€ex — €q)

= MeVie(ex — €a)?
% Z — €L
n Z )\kaVf(Ek + €4 — 2€d)

' a)la )

V2(ex —
= (h+51)z kieiq;d)
%

% — dh
Fea— 4 50) Y k(ek —€a)

- Z— €k P7
und
95y _ V,f(ek —€4)2
W = 2 Z Z — €L

9 Vi V2 (ex + €4 — 2€4)
Z (z — er) (e — €q)
V,f(ek —€q) deg

— 2(50—Z+€d)2ﬁ—%
k

Zusammengefasst hat man also

d(z —eq — So) — 2z — eq— So) Z Vk2(€k —€q4)2

or - Z — €

d(h+ S1) _ (h+51)z V(e — €

of - Z — € - Z — €
0859 MeVic(er — €4)2
P2 o 2k Vk\Ck T td)2
or (h+51) zk: Z— €
und damit
2
Sy + (h+ 51) = konstant

(z —€ea — So)

)2 (eS0T Ak Vi(ex — €a)2

Andreas Mielke

(3.106)

(3.107)

(3.108)

(3.109)

(3.110)

(3.111)

(3.112)
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Wertet man diese Konstante bei £ = oo und bei £ = 0 aus, so findet man

h(oc)? -1
S = 3.113
2(2:00) T ) T T ea0) — So(2,0) (3.113)
Da die rechte Seite in dem Fall, wo €4(0c0) im Band liegt, keinen Pol bei z = ¢4(c0) hat, folgt,
wie schon aus dem asymptotischen Verhalten indirekt geschlossen, da§ h(oco) = 0. Mit

$So(w —i07,0) = 7 J(w, 0) (3.114)
findet man

o a0+ o WJ(W7O) 11
SS2w =07, 0) = O RSy (@, 0))7 + 72 (w0, 0)? (3.115)
oder fiir die Spektralfunktion

S(w) = J(w,0) (3.116)

(w - Ed(o) - §RSO((“J’ 0))2 + 7T2J(w7 0)2
Der erste Term im Nenner von S(w) hat eine Nullstelle bei w = €4(c0). Der zweite Term liefert
die Ddmpfung. S(w) wird also ein Maximum bei einem Wert von w haben, der von €;(c0) etwas
verschoben ist. .

Die Fouriertransformierte C'(w) von C(t) ist durch

Clw) = S(w)n(w) + (1 — n(—w))S(~w) (3.117)
gegeben, wobei n(w) die Fermifunktion ist. Bei 7= 0 und er = 0 erhilt man
Clw) = B(w)(S(w) + S(—w)) (3.118)

Das Verhalten von C(t) fir lange Zeiten ¢ héngt also von dem Verhalten von J(w) an der
Fermikante ab. Gilt J(w) o |w]®, s > —1 fiir kleine w, so findet man entsprechend S(w) o< |w]|®
und damit C(w) o |w|®. Das liefert C(t) oc t=*~! fiir grofe ¢.

3.2.6 Beispiel

Ich betrachte noch einmal das Beipiel

J(e,0) = /D2 &2 (3.119)

D
Fiir |w|] < D gilt
J(€,0 T

Damit gilt

L /D22

w) = D 3.121
) (w — €4(0) — Fw)? + 11;—22(D2 —w?) ( )
Im Limes D — oo erhalt man
T
S(w) = /7 (3.122)

(w = €q(0))? + I
also einen exponentiellen Zerfall fiir die Korrelationsfunktion C(t). Allerdings erhélt man in
diesem Limes auch keine Anderung von eg, es gilt €7(00) = €4(0). Fiir endliche Werte von D erhlt
man einen algebraischen Zerfall, insbesondere dann, wenn I" von der selben Gréflenordnung wie
D ist. Dieses Verhalten ist typisch und gilt entsprechend auch fiir andere Funktionen J(e,0).
Eine Besonderheit entsteht, wenn die Fermienergie an einer Bandkante liegt oder allgemeiner,
wenn J(e,0) an der Fermienergie entweder divergiert oder mit einem Potenzgesetz verschwindet.
Dann sieht das Langzeitverhalten ganz anders aus, siehe die Diskussion oben.
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3.3 Flufigleichungen fiir das Spin-Boson Modell

3.3.1 Flufigleichungen fiir dissipative Quantensysteme

Allgemeiner Hamiltonoperator

H=Hs+AY No(bp+b})+> wp:blby: . (3.123)
k k
= Ad(w — wp) (3.124)
k

Normalordnung: : b;bk = kabk — ng. Wichtig fiir 7' > 0. Hier nur 7" = 0. Typischerweise ist Hg
der Hamiltonoperator eines Teilchens in einem Potential, A die Koordinate des Teilchens. Die
Kopplung wére allgemein ", Wi (¢ — g). Entwickelt man die Funktionen W) um ein Minimum,
so erhilt man als ersten nicht trivialen Anteil ), % (q — qx)?. Ausmultipliziert erhiilt man einen
Anteil g2, der in Hg enthalten ist, einen Anteil o< q,%, der im thermodynamischen Limes wegen
Cp X Ap X \/LN keine Rolle spielt, und einen Anteil, der gerade die Kopplung in H beschreibt.

Beispiele:
e Das Spin—Boson—Modell

A 1
HS:_EUx—i_EOa A:§O'Z (3125)

e Der dissipative harmonische Oszillator
Hs=wb'b+Ey, A= (b—l—bT) (3.126)

In diesem Fall ist der Hamiltonoperator quadratisch, &hnlich wie im Fall einer Storstelle in
einem Band, und exakt l6sbar. Die Losung der Fluigleichungen ist analog zu diesem Fall

moglich.
Wahl von 7
n=14Y Ap(be+bL)+ > Bylby — b)) (3.127)
k k
n, H] = ZZ wi Ak (b, — b)) + Zkak(bk +b})
k k

+ZZ [Ak, Hs](bx + by,) +ZBk,Hs (b, — b}.)

-HZ)\ [Ag, A] : (b + b)) (b + b)) +zZ)\kAk, (2ng + 1)

+Z)\ (B, A] : (b — b},)(bg + b)) +Z>\k By, A (3.128)
Bedingungen
Ay = —[By, Hs], (3.129)

W
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wi By + i[Ay, Hs] = =M\ Af (w, £). (3.130)

In den einfachen Fillen, dissipativer harmonischer Oszillator und Spin—Boson—Modell kénnen
diese Bedingungen gelést werden. Auf diese Weise kénnen die Terme in [, H| eliminiert werden,
die Ausdriicke der Form (by — bL) enthalten. Es bleiben normalgeordnete Terme, die quadratisch
in den Bosonen sind. Im Fall des harmonischen Oszillators kann man einen zusétzlichen Term

D gt (e 4 b}) (b — b]) : (3.131)
k.q

in 7 mitnehmen, der diese Terme eliminiert. Da H in diesem Fall quadratisch ist, werden keine
neuen Terme erzeugt. Das Problem kann dhnlich wie fiir eine Storstelle im Band gelst werden.
FluB3gleichungen:

d\

= ~Mf e 6) (3.132)

dH .

— =1 MlAk Al2ng + 1) + D AelB, Al (3.133)
k k

3.3.2 Spin—Boson—Modell

A = —%/\kf(wk,f)ﬁay, (3.134)

By = —%)\kf(wk,ﬁ)%az. (3.135)
Wi —

f(w,£) kann noch frei gewdhlt werden. Damit erhélt man die Flufigleichungen

0J gZ’e) 2w, )] (w, ) (3.136)

% - %/de(w,E)f(w,é) <w2 fAzaw - fN) . (3.137)

Wihle f(w,f) = (w— A)2. Diese Wahl ist ganz analog zur fritheren Wahl von 7. FluBigleichungen
fiir A und Ejy:

dA w—A
dEO 1 w—A
T —g/dwwj(w,ﬁ)w_i_A. (3.139)

Die Struktur dieser Gleichungen ist dhnlich wie im vorher diskutierten Modell der Storstelle im
Band. Dort trat lediglich in der Gleichung fiir J(w, ) ein quadratischer Term auf. Ein entspre-
chender Term wiirde in den Gleichungen fiir das Spin—-Boson Problem auftreten, wenn man in 7
in dhnlicher weise hohere Terme mitnimmt. Fiir das Spin—Boson Problem sind die Gleichungen
aber auch dann nur ndherungsweise giiltig, denn es werden durch diesen Term weitere hohere
Terme im Hamiltonoperator erzeugt, die vernachléssigt werden miissen. Wir kommen spéter auf
diesen Punkt zurtick.
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3.3.3 Naiherungslosung und Beispiele
Die Gleichung fiir J(w,¢) wird durch

¢
J(w,l) = J(w,0) exp(—2/0 dl'(w — A)?)

gelost. Eingesetzt in die Gleichung fiir A erhélt man

dlnA_l/d OJ(w,0) 1
e 2 o w?— A2

Ich ersetzte auf der rechten Seite A durch A(co). Das liefert

dlnA
2d€/dw.]w£ A2()
und damit
Afoo) 1 J(w, )
=5 = _§/dww2—A2(oo)
Beispiele:

e Das ohmsche Bad:

J(w,0) = 2aw fe(w/we)

/d = 2@/ dw ~ 2o 1n A(o)
) We

Das liefert

A(o) <A<o>>1aa

We
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(3.140)

(3.141)

(3.142)

(3.143)

fir o < 1, A(oo) = 0 fiir & > 1. Es gibt also einen Ubergang von einem delokalisierten
Verhalten (A(oco) > 0) fiir kleine o zu Lokalisierung (A(oo) = 0) fiir groBe o

e Das subohmsche Bad:
J(w,0) = Kl_swsfc(w/wc)

mit s < 1.

Jw,l) g [* w?® T (AT
/dwa—A2(oo) ~ K /0 dwa—AQ(oo) =3 < e > cot(2(1 s))

Die letzte Gleichung gilt im Limes w, — oo. Man erhélt damit

Ay = An exp (% (%’O)H cot(3(1 - s))>

Unter der Bedingung

4tan(5 (1 — s))
em(l—s) >

1

A0>AcdifK<
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gilt

N <4tan(g(1 - s))>ﬁ |

(1 —s)

Sonst ist Ass = 0. Auch hier beobachtet man einen Ubergang von einem delokalisier-
ten Verhalten zu Lokalisierung. Im Gegensatz zum ohmschen Fall ist A,, am Ubergang
unstetig.

e Das superohmsche Bad

J(w,0) = Kl_swsfc(w/wc)
s—1
/dw J(w, ) - 1 w8
w2 —A?%(0) s—1Ks1

1 ws—t
Ay = Agexp <_2(s ) K5—1> .

In diesem Fall ist A, immer positiv.

Ich betrachte jetzt den Fall

1
— > A (3.144)

Ve

Dann sind die typischen w—Werte, die zu den Integralen beitragen, grof§ verglichen mit A und
man erhélt in guter Naherung

J(w,€) = J(w,0) exp(—2w?F) (3.145)
A = A(0) exp <—% /dw J(:;O) (1- exp(—2w2€))> (3.146)
Das alte Resultat aus der Renormierungsrechnung zu Beginn der Vorlesung 148t sich in der Form
A(wp) = A(we) exp <—% /dw J(:;O) (1 —6(wo — w))) (3.147)

schreiben. Man kann also den Parameter i@ als Abschneideparameter interpretieren. Der Un-

terschied besteht nur in der Abschneidefunktion, die einmal eine Gaussfunktion, das andere Mal
eine #—Funktion ist.

Der wesentliche Unterschied zwischen der Flufigleichung aus der kontinuierlichen unitéren
Transformation und der Flufigleichung aus der Renormierung besteht aber darin, dafl man bei
der kontinuierlichen unitéren Transformation den Limes £ — oo durchfiihren kann, wihrend man
in der Renormierung nicht den entsprechenden Limes wy — 0 durchfithren kann. Dies ist moglich,
weil man nicht hohe Moden ausintegriert, sondern weil man Moden mit Energien, die relativ zu
A weiter entfernt liegen, schneller abkoppelt, als solche, deren Energien nahe bei A liegen. In
der Flufigleichung fiir A erkennt man, dafl Moden mit Energien oberhalb von A dazu fiihren,
dal A kleiner wird, wihrend Moden mit Energien unterhalb von A dazu fithren, dal A grofler
wird. Fiir £ 2, A=2 verschiebt sich A nur noch wenig, da J(w, f) dann schon relativ symmetrisch
um A liegt.

Abbildungen:
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Bild 1: J(w,¥) fiir verschiedene | = ¢/A~2, J(w,0) o w. Man erkennt, wie das Maximum
von J(w, ) sich nach rechts verschiebt und langsam abnimmt.

Bild 2: A als Funktion von ¢ fiir J(w,0) = 20wl (w, — w).
Bild 3: A(oo) als Resultat der Flufigleichungen verglichen mit der N#herungslosung, wieder

fiir J(w,0) = 2awl(we — w).
3.3.4 Asymptotisches Verhalten
Die Flufigleichung fiir A lautet

dA

— = —A/de(w 0)e (—2/£d€/(w—A)2)w_A
a ’ P 0 w+ A

w—A
w+ A
w+A-A
w+A+A

l
— Aexp(—2 / 40 A% + 2A20) / AT (10, 0) exp(—2(w — A)20)
0
A
= —Aexp(—2/ df/Az—l—QAzf)/de(w—l—A) exp(—2w?0)
0

’ _
_ - A—-A
~ —Aexp(=2 [ dOA?+2A%)J(A) )= 14
exp(-2 [ arA?+28%07(A) [ 3R (3.145)
Dieser Ausdruck kann wie im Fall einer Storstelle im Band analysiert werden. Falls A(cc) > 0
erhélt man als asymptotisches Verhalten

A—A(oco) ==+ (In?) (3.149)

1
27’
mit einer periodischen Funktion g(z), fiir die g(x)? im Mittel 1 ist [14]. Approximativ geniigt
A —A(0) = :l:%\/z. Damit erhélt man J(A(00),?) %. Fiir andere Werte von w fallt J(w, ¢)
exponentiell ab.

3.3.5 Korrelationsfunktionen, Erster Teil

Bemerkung vorweg: Im folgenden werden wir immer Gleichgewichtskorrelationsfunktionen be-
trachten. In manchen Fillen sind auch Korrelationsfunktionen interessant, die man erhilt, wenn
man sich das System aus einem gegebenem Anfangszustand entwickeln 148t. Dies soll hier nicht
betrachtet werden. Da man in so einem Fall den préparierten Anfagszustand mittransformieren
miifite, sind solche Korrelationsfunktionen mit dem Flufigleichungsverfahren kaum zugénglich.
Die wesentliche Korrelationsfunktion fiir das Spin—Boson Modell ist die Korrelationsfunktion

o)« %(Jz(t)az(O) + 0,(0)0. ()7 (3.150)

wobei (.)7 den thermischen Erwartungswert bei einer Temperatur 7 meint. Spéter werden wir
nur den Limes T" — 0 betrachten. Da fiir £ — oo der Hamiltonoperator und damit die Zeitent-

wickulung einfach wird, ist es giinstig, C'(¢) in diesem Limes zu berechnen. Dazu miissen wir
0. (¢) berechnen. Mit dem Ansatz

0-() = h(O)o + 00 3 xe(O)(bi +8}) (3.151)
k

[N
=

erhilt man die Flufigleichungen

dh Wk — A
— =—A zk: )\ka(an + 1)Wk A

7 (3.152)
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Xk wk = A

= Ah 1
20 A A (3.153)
Fiir die Korrelationsfunktion erhalt man
C(t) = h?(00) cos(Asot) + Z X3 (00) (20, + 1) cos(wyt). (3.154)
h? 4+ 3", X3 ist konstant:
d 9 2\
i+ zk: X3) =0 (3.155)

Das liefert automatisch C'(0) = 1. Fiir kleine wy, < Ay wird xj proportional zu )\, erzeugt.
Die Fouriertransformierte von C(t) ist deshalb fiir kleine Frequenzen proportional zu J(w,0).
Das ist das richtige Langzeitverhalten. In allen exakten Resultaten (fiir spezielle J(w,0)) fiir das
Spin—Boson Modell erhélt man dieses Verhalten. In der Flufigleichung fiir yj fallt fiir wy = A
der Faktor gz:ﬁ auf der rechten Seite oc ¢~%2 und A, o ¢~Y4. Damit yj nicht divergiert,
mu3 A — 0 im Limes ¢/ — oo. Eine numerische Losung dieser Gleichungen liefert aber nur
h o £=Y4 s0 daB xj immer noch logarithmisch divergiert. Das fiihrt zu einer Divergenz in der
Fouriertransformierten von C'(t). Die Korrelationsfunktion wird also nicht richtig wiedergegeben.
Eine @hnliche Divergenz héitte man auch im Fall der Storstelle im Band erhalten, wenn man 7y, 4

vernachléssigt hitte. Offenbar ist der quadratische Term in 1 wichtig.

3.3.6 Neue Walhl fiir
Ich wihle jetzt

n=1iY  Ap(by+0b} +ZBk br = bL) + > g ¢ (br + b)) (bg — b)) - (3.156)
k k.q

Damit erhalt man

n,H] = izkak(bk —b},) + Zkak(bk +by)

‘HZAkaHS (br, +0}.) +ZBk,Hs (b, — b}.)

-HZ)\ [Ak, A]) + (bg + b)) (bg + b)) +zZAkAk, (2ng + 1)
—i—zZ)\ [ Ak, A] — ([Ag, A])) : (by, + b},)(bg + b)) :
+Z)\ [By, A] = (by, — b},) (bg + b}) +ZAkBk,

+ Z Mgk (be — ) (bg = BY) + + D meqwq t (b + b)) (bg + b)) -
k.q

+2anq (b + bl.)A (3.157)

Die Terme, die das System quadratisch an das Bad koppeln, werden vernachléssigt. Durch 7y, 4
sind aber Kopplungen unter den Badmoden berticksichtigt. Im Fall des harmonischen Oszillators
verschwinden die vernachléssigten Terme, die Gleichungen lassen sich dann lésen. 7 , wird so
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gewihlt, daf3 die Kopplungen unter den Badmoden im Hamiltonoperator nicht explizit auftau-
chen,. Das liefert die Bedingungen

Mk,g@k + 7gkwq = 0, (3.158)
Mk,qWq T N kwk + 1Aq([Ak, A]) + iAe([Aq, A]) = 0. (3.159)

und damit fiir das Spin—Boson Modell bei T'= 0

1 A\ Aw, (wk —A | wy— A) (3.160)

nk’ngwi—wQ wp+ A wg+ A

q
Man erhilt dadurch eine neue Gleichung fiir J(w, £).

0J(w,?)

= 2w = A) (w0

JIW ) fw—A W —A
+2AJ(w,€)/dw' R <w+A +w’+A ; (3.161)

Welchen Einflufl hat der zweite Term? Mit dem Ansatz
J(w,l) = K(w, {)w® exp(—2 / dl' (w — A)?) (3.162)

erhilt man

0K (w,l) JWSTLK (W 0) -A w-A
ol _2AK(M’€)/d w2 —w'? W' +A w+ A

Fir A S w < % ist die rechte Seite negativ und K (w, /) nimmt ab. Fiir kleine w < A ist

die Ableitung von K (w,?) dagegen immer positiv. Das hat zur Folge, dal K(w,¥) fiir kleine
w wachst. Dadurch erhélt man eine Asymmetrie in J (w ?). Kleine Frequenzen werden relativ
stéirker gewichtet als grofie Frequenzen. Der Faktor exp(—2 [(w — A)2dl") sorgt zwar weiter fiir
eine Konvergenz von J(w,f) — 0, aber in der Gleichung fiir A fuhrt die stirkere Gewichtung
der kleinen w dazu, daf§ sich das Vorzeichen von der Ableitung von A umdrehen kann. In der
numerischen Integration beobachtet man dieses Verhalten im subohmschen Fall (s < 1) und im
ohmschen Fall (s = 1, K(w,0) = 2«) fiir hinreichend grofie o, a 2 0.2 Im superohmschen Fall
und im ohmschen Fall fiir kleine o bleibt A eine monotone Funktion von £. Ist A nicht mehr
monoton, so kann dies zu weiteren Schwierigkeiten fithren. Wir werden dies bei der Berechnung
der Korrelationsfunktionen sehen. Das Problem entsteht letztlich durch den Nenner w? — w'2.
Dieser Nenner fiihrt dazu, dafl auflerdiagonale Matrixelemente, die zu kleinen Energiedifferenzen
gehoren, auch schon fiir kleine ¢ groBe Anderungen erfahren konnen. Das widerspricht unserer
urspriinglichen Idee, zuerst die Matrixelemente zu eliminieren, die zu groflen Energiedifferenzen
gehoren. Dieses Problem tritt offenbar fiir die niedrig liegenden Moden auf. Ist die Dichte der
niedrig liegenden Moden klein, so entsteht das Problem nicht.

)exp(—2/d€/(u)/ —A)?) (3.163)

3.3.7 Korrelationsfunktionen, Zweiter Teil

Mit dem gleichen Ansatz

a.(f) = h()o, + o, Z Xk(€) (bi + b)) (3.164)



Flufigleichungen 35

erhilt man jetzt die Flufigleichungen
dh - A

Wi
— =-A A 2 1 1
7, Zk: kX210 + )wk—l—A (3.165)
dxr wi — A )\k)\quq BA (wr—A  wy—A

dl _Ah)\kwk+A+Zq:Xq wi—wg anh 2 wk+A+wq+A (3.166)

Als erste Konsequenz des zweiten Terms in der Gleichung fiir y; erhélt man eine Verletzung der
Summenregel h% + >, x3 = 1. Es gilt

MeXoNg (W — A wg— A
d p2 ) =2AY " Ak2kAg a 1
df +ZX’9 Z wk—l—wq wk+A+wq—|—A (3.167)

Aus dem asymptotischen Verhalten fiir A; ergibt sich, daf} die rechte Seite fiir grofie £ proportional
zu €72 ist. Die Grofe h? + 57, X% ist asymptotisch konstant.

Um einen Ausdruck fiir die Fouriertransformierte von C(t) zu bekommen, gehen wir so vor,
wie im Fall der Storstelle im Band. Wir fithren die Funktionen

So(z,0) = 22 waxa’)g, (3.168)
k
WEXEA
Si(z,0) =3 Z’“f’fwz’f, (3.169)
k k
wk/\i
k k

ein. Aus diesen Funktionen werden wir versuchen, eine Erhaltungsgrofie zu konstruieren. Da das
Problem nicht exakt l6sbar ist, konnen wir nicht erwarten, eine Erhaltungsgréfie zu finden. Es
ist aber moglich, eine Grofe zu finden, die asymptotisch konstant ist. Die Ableitungen sind

95 _ AR+ 51)Y A Xkwh(Wh — B) (3.171)

ol — (2 —w})(wi + A)
as1 9 B AeXawr(wp — A)
gc — (&A% Z)Zk: (z — wd)(wr + A)
Nwp(wr — A) dh
+A(h+ S k
( 1); (z—w)(wr +A)
Aexe(wp — A)?
+ Z ot A (3.172)
(95() 9 )\%wk(wk — A) dA
220~ A2+ ASy—
ot (A%+ A% z);(z—wg)(wk—l—A) ar

+2Z T A (3.173)
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Damit gilt
o g — 2A(h+ 812\ 2(h+S)? dA
ol A2 — 2+ ASy N A2 —z+ ASy db

B 4A(h + Sl) Z )\kxk(wk — A)2
AZ — 2+ ASy wr + A
2A2(h+ 81)? dA
(A2 -z + A50)2 e
4A2 h+ Sl )\2 wk —
(A — 2+ AS() Z Wk + A

(3.174)

Die ersten drei Terme sind proportional zu o ¢~2 fiir groBe ¢, der letzte Term verschwindet
schneller. Die Grofle

2A(h + S1)?

S5 — Sy 3.175
2T AT+ AS, (8.175)

ist also asymptotisch kontant. Die Fouriertransformierte

= Xi(00)d(w — wy) (3.176)

k

der Korrelationsfunktion
C(t) = /dwé(w) exp(iwt) (3.177)
erhilt man aus S(z,00) mittels C(w) = —1395(w? — 04, 00). Man kann $S2(w? — i04,00)

numerisch bestimmen, indem man die Flufigleichungen bis zu einem hinreichend groflen Wert
von £ integriert und dann die asymptotischen Erhaltungsgréfien benutzt:
2A(R(f) + Si(2,4))?
A%(l) — 2z + A(0)So(z, )
Betrachtet man die Flufigleichung fiir xj, so beobachtet man, dafl der erste Term fiir kleine wy,
negativ, flir grofle wy positiv ist. Entsprechend wird x; fiir kleine wy negativ und fiir grofle wy,
positiv. Fiir ein endliches ¢ hat daher xj als Funktion von wy eine Nullstelle. Entsprechend hat
auch 39(w? —i0,, ¢) fiir einen Wert von w eine Nullstelle. Diese Nullstelle liegt typischerweise
in der Nihe von A. Diese Nullstelle wird durch den zweiten Term im Ausdruck fiir Sa(z,00)
aufgefiillt. Wenn A keine monotone Funktion von ¢ ist, ist aber das Maximum im Imaginérteil
des zweiten Terms in Sa(z,00) gegeniiber dem Minimum in $S3(w? —i04,¢) stark verschoben.
In diesem Fall kann diese Methode nicht angewandt werden. Man kann auf diese Weise also nur
Korrelationsfunktionen fiir superohmsche Béader mit J(w,0) o< w®, s > 1 oder fiir das ohmsche
Bad J(w,0) = 2aw fiir hinreichend kleine « zuverlissig berechnen.

Um die Korrelationsfunktionen zu berechnen gehen wir so vor: Die Flufigleichungen fiir x
und h werden bis zu einem Wert £ = (2AA(o00)) ™! numerisch integriert, dann wird Sa(z, 00) aud
der asymptotischen Erhaltungsgrofie bestimmt.

Beispiele:

Sa(z,00) = So(z,4) — (3.178)

Bild 1: Die Fouriertransformierte C'(w, c0) der Korrelationsfunktion fiir den Ohmschen Fall
mit o = 0.1. Die Gestrichelte Kurve zeigt den Wert der Korrelationsfunktion, den
man nur aus Sa(z, £) erhalten hitte. Die kleine durchgezogene Kurve ist J(w, £), mit
einem Faktor 10 skaliert. Man erkennt, dafl bei diesem Wert von £ offenbar noch eine
wesentlicher Anteil in C(w,¢) fehlt. Die obere Abbildung ist fiir A = 0.1, die untere
fiir A = 0.05.
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Bild 2: Ein Vergleich der beiden Resultate fiir A = 0.1 und A = 0.05. Es treten kaum noch
Abweichungen auf.

Bild 3: Die Korrelationsfunktion im super-Ohmschen Fall. Man beachte das unterschiedliche
Verhalten fiir kleine w.

In allen gezeigten Resultaten ist die Summenregel auf etwa 0.5% genau erfiillt.

3.4 Blockdiagonalisierung von Matrizen

Bisher haben wir die Flufigleichungen benutzt, um Matrizen oder Hamiltonoperatoren zu dia-
gonalisieren. In vielen Féllen wird es aber nicht moglich sein, die Flufigleichungen zur Diago-
nalisierung eines gegebenen Hamiltonoperators zu 16sen. In der ersten Arbeit zu diesem Thema
von Wegner [3] wurde an dem dort untersuchten Beispiel, wechselwirkende Fermionen in einer
Dimension, deutlich, dafl die Forderung, fiir £ — oo einen diagonalen Hamiltonoperator zu be-
kommen, nicht erreicht werden kann. In dem dort diskutierten Beispiel kam es zu Divergenzen,
die moglicherweise daran lagen, dafl der Limes ¢ — oo nicht mit dem thermodynamischen Limes
vertauscht. Ein Ausweg bestand darin, den Hamitlonoperator in eine blockdiagonale Form zu
bringen.

In vielen Féllen ist es ausreichend, einen gegebenen Hamiltonoperator in eine blockdiagonale
Form zu transformieren. Dies ist insbesondere dann der Fall, wenn der Block, der die interes-
santen Zusténde beschreibt, mit anderen Methoden weiterbehandelt werden kann. Es gibt viele
bekannte Transformationen, die auf diese Weise einen Hamiltonoperator auf einen effektiven Ha-
miltonoperator abbilden, der in einem kleineren Hilbertraum operiert und einfacher zu behandeln
ist. Beispiele fiir solche Transformationen sind

e Die Schrieffer-Wolff Transformation, die das Andersonmodell fiir magnetische Storstellen
auf das Kondomodell abbildet.

e Die Foldy-Wouthuysen Transformation, die die Diracgleichung in zwei zweikomponenti-
ge Gleichungen entkoppelt, von denen die eine im nicht-relativistischen Grenzfall in die
Pauligleichung {ibergeht.

e Die Frohlich-Transformation, die aus der Elektron—Phonon Wechselwirkung eine effektive
Elektron—Elektron Wechselwirkung herleitet.

Diese Liste erhebt keinen Anspruch auf Vollstandigkeit, es gibt unzihlige weitere Beispiele. Die
grundlegende Struktur der Transformation, die in allen diesen Beispielen benutzt wird, ist die
Folgende: Ein Hamiltonoperator sei von der Form

H=Hy+ H; (3.179)

wobel Hj der zu eliminierende Anteil sein soll. Man macht eine unitidre Transformation H —
e He ™ und nimmt an, da S klein ist, so da8 die Exponentialfunktionen entwickelt werden
konnen.

¢S He ™S — H +i[S, H] — %[S, 15, H]) ~ 5[5, 15,15, H]]] + .. (3.180)
Man wéhlt nun S so, dafl
[S, Ho) = iH,. (3.181)

Wenn dies moglich ist, dann erhélt man

¢S He 'S = Hy + %[S, Hy) + O(H?). (3.182)
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In fiihrender Ordnung ist der effektive Hamiltonoperator durch Hy + §[S, H1] gegeben. Hohere
Ordnungen konnen nach dem gleichen Schema bestimmt werden. Nehmen wir an, H sei eine
Matrix der Form

Hy=PHP +QHQ, H,=PHQ+QHP (3.183)

P und Q =1 — P seien zwei orthogonale Projektoren. Ziel ist es, H in eine blockdiagonal Form
zu transformieren. Offenbar mufl S = PSQ + QSP gelten und man erhilt

PSQHQ + QSPHP — PHQSQ — QHPSP = i(PHQ + QHP). (3.184)

Ich nehme an, dafl PHP und QH(Q diagonalisiert werden kénnen und bezeichne die Eigenwerte
mit €, und €;. Der Index p durchliduft den zu P gehérigen Teilraum, ¢ entsprechend den zu
@ gehorigen Teilraum. Die Matrixelemente von PH() in dieser Basis notiere ich mit h,,. Die
Matrixelemente von S sind dann

Sp,q = —thpq(€ep — Eq)_l (3.185)
und die Matrixelemente des effektiven Hamiltonoperators in zweiter Ordnung sind

1 hp qhqp (€p + € — 2€4)
€ 5 P p,q'"q,p"\~p P q (3186)
PP 2 Z (ep — €g) (€ — €q)

Fiir die Diagonalmatrixelemente ist die gerade das bekannte Resultat aus Storungsrechnung
zweiter Ordnung. Man erkennt die fiir Stérungsrechnung typische Nennerstruktur.

Wie kann man eine entsprechende Transformation kontinuierlich durchfithren, und welche
Unterschiede treten dabei auf? Sei wieder

H=PHP+PHQ+QHP+QHQ. (3.187)
Ich wéhle jetzt

n = PnQ + QnP. (3.188)
Die Flufigleichungen lauten damit

deIZP = PnQHP — PHQnP, (3.189)
deIZQ = QnPHQ — QHPnP, (3.190)
deIZQ = PnQHQ — PHPnQ, (3.191)
deIZP = QnPHP — QHQnP. (3.192)
Man erhilt daraus

%TrPHQHP =Tr(PnQ(QHQHP — QHPHP)+ (PHPHQ — PHQHQ)QnP) (3.193)
Die Grofle TrPHQH P sollte monoton fallen. Das ist der Fall, wenn man n wie folgt wéahlt
PnQQ =PHPHQ —-PHQHQ, QnP=QHQHP—-QHPHP (3.194)
Dann gilt

iTrPHQHP = 2Tr(PnQnP) <0 (3.195)

dt
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Mit Hy = PHP + QHQ entspricht diese Wahl der urspriinglichen Wahl n = [Hy, H]. Im Fall
der Diagonalisierung einer Matrix mit Hilfe von Flufigleichungen haben wir die Flufigleichungen
zunéchst iterativ gelost und gesehen, dal man in zweiter Ordnung das stérungstheoretische
Resultat reproduziert. Entsprechend mochte ich hier auch vorgehen. Ich nehme wie oben an, dafl
ich PHP(0) und QHQ(0) diagonalisieren kann und wéhle also als Beginn der Iteration

ep(€) = p(0),  €q(€) = €4(0),
hpp (€) =0, hgq(€) =0,
hipg(£) = Tipg(0) exp(—(ep(0) — eq(O))zﬁ), hap(€) = hap(0) exp(—(€,(0) — eq(O))zﬁ). (3.196)

Im ersten Iterationsschritt erhilt man dann

1 — exp(—2(e,(0) — €4(0))¢)
€p(0) — €4(0)

e(0) = ep(0) + 3" g (0) g (0)

1 — exp(—2(6p(0) — €4(0))*¢)
ep(0) — €4(0)

€q(£) = €g(0) + 3" gy (0)y (0) (3.197)

Im Limes ¢ — oo stimmen diese Ergebnisse mit den oben erhlaltenen iiberein. Fiir die auflerdia-
gonalen Matrixelemente ergibt sich

/ €p(0 +6p/0—26q0
hpp (00) = Zq: hpq(0)hgp (0) (6,(0) —(eq)(O))2 4(_ zep,(o) (—)eq(O))2’ (3.198)
€q(0) + €4/(0) — 2¢,(0) (3.199)

/

haat = h, / .
o(%0) = 2 PO O 52 G (g 0) — O
Diese Resultate stimmen nicht mit den obigen Resultaten iiberein. Woran liegt das? Zunéchst ist
klar, daf3 die Transformation auf eine blockdiagonale Gestalt nicht eindeutig ist. Innerhalb der
durch P und @ gegebenen Blocke kénnen noch unitire Transformationen durchgefiihrt werden.
Da die aulerdiagonalen Matrixelemente in beiden Fllen von der Ordnung h,,(0)? sind, fithren
sie zu quartischen Korrekturen in den Eigenwerten. Da die Diagonalelemente aber nur in quadra-
tischer Ordnung berechnet wurden und in quartischer Ordnung voneinander Abweichen kénnen,
erhélt man formal keinen Widerspruch. Zudem ist klar, dal beide Transformationen verschieden
sind. Wenn man die kontinuierliche unitéire Transformation, die durch n gegeben ist, in einem
Schritt durchfiihren will, so mufi man vorher ein ¢—geordnetes Produkt berechnen. Bis in zweiter
Ordnung erhilt man

¢ ¢ 1%
eXp(/O nd€’+%/0 dﬁ’/o dl"[n(e"),n(l")] + ...) (3.200)

Nennt man den Exponenten S, so gilt wegen des zweiten Term PSP # 0 und QSQ # 0. Schon
in zweiter Ordnung unterscheidet sich S von S. Das erklirt die unterschiedlichen Resultate.
Fiir Matrizen, in denen keine Entartungen auftreten, sollten beide Verfahren das gleiche Re-
sultat liefern, wenn man alle hoheren Ordnungen mitnimmt. Wéhrend im Fall einer einzellnen
unitidren Transformation die Berechnung von S Ordnung fiir Ordnung die einzige Moglichkeit
zu sein scheint, ist im Fall der Flufigleichungen aber eine bessere Néherung denkbar. Wie wir
schon frither gesehen haben, erhélt man eine bessere Naherung, wenn man als Startwerte fiir die
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Diagonalmatrixelemente nicht die Anfangswerte, sondern die Endwerte einsetzt. Fiir die aufler-
diagonalen Matrixelemente erhélt man dann entsprechend

o) = D (0) exp(— (e (050) — €4(0))2),  hgp(t) = hpl0) expl(—(ep(00) — €g(0<))20).  (3.201)
1 — exp(—2(ep(00) — €4(0))%¢)

epl0) = (00) = 3 Oy (0)—— = (3.202)

sl) = ea(06) = 3 iy O 0y —ZR2EA) = 4D (3.209)
_ ! , ep(00) + €y (00) — 2€4(c0)

o (09) = 2 Moy (O) ey = o (e o) — eal oI (3204

g (00) = 3 By (O (0) —— 1) L (5~ 2600 (3.205)

> (eg(00) — €5(00))? + (€g(00) — €p(00))?”
Die Struktur der Gleichungen hat sich nicht geéindert. €,(00) und €,(c0) kénnen selbstkonsistent
aus

ep(00) = €,(0) + %Z'% (3.206)

1~ hgp(0)hpg(0)
ep(00) — €4(00)

€q(00) = €,(0) + 52 (3.207)

bestimmt werden.

3.5 Eine kontinuierliche Schrieffer—Wolff Transformation

Der Kondoeffekt besteht darin, daB Ionen von Ubergangsmetallen (e.g. Ce) in einem Metall zu
einem anomalen Verhalten verschiedener Groflen fiihren. Beispielsweise zeigt der Widerstand als
Funktion der Temperatur ein Minimum bei der Kondotemperatur, fiir kleinere Temperaturen
wéchst er wieder an. Das Kondomodell, ein Spin gekoppelt an ein elektronisches Band, wurde
intensiv von Wilson mit Hilfe der numerischen Renormierung untersucht.

Ich wende das oben skizierte Verfahren jetzt an, um den Hamiltonoperator des Anderson
Modells fiir magnetische Storstellen in den Kondo—Hamiltonoperator zu transformieren. Der
Hamiltonoperator des Anderson Modells lautet

H=> e:¢} cho:t+ Y cadhds + Y Vilel ,do + dicrq) + Udyd d_dy + Ep. (3.208)
k,o o k,o

Fiir U = 0 ist das gerade der Hamiltonoperator einer Storstelle in einem Band. Jetzt wird
auf der Storstelle eine abstoflende Wechselwirkung U eingefiihrt. Dieses Modell kann durch die
Schrieffer—Wolff Transformation auf das Kondo-Modell abgebildet werden. Fiir eine entsprechen-
de kontinuierliche Transformation benutze ich

n = Z’I’}k(CLJdU - djTCk,U) + Z nk,q(CTk,ch,U - Cj],crckﬂ)
k‘ ag kavo-

+ 3 0 (el d—gdy — didd_scr o) (3.209)
k,o
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. H = > milea — )}, ,do + dficr o)
k,o

. e .
+ > V(e yCo il pCho )
k,q,0

- 2 Z nkadT d + 2 Z nkank
k,o

+ Uznk (did' d_ocre + cf ,d yd_ods)

E T . .
_ le,q Ck O_Cq o - 4+ C;;,gck,cr )
7q7

- 2anq (df o + cf, ,do)

7q7

_ Z n? New — ea)(did! yd_gepo + ol pd—ods)
k,o

- 2Zn,§2)vcﬁd* d_ody

+ Z M N od_peqo:+: ch ol pd g ot — ch,UdT_Udocq,_g :
7q7
e Gd pdecy g —c}wcT d_gdy, — did  cq _oCh )

q,—0
+ 2277(2)1/,”1“1T d_y
+ Uznk (did' d_oero + cf ,d yd_ods). (3.210)

Der Ausdruck [n, H] enthilt einige neue Terme:
.ot T .
® (L Coo + Cy,0Ck,o *

Diese Terme konne wie schon fiir U = 0 durch

1
Mg (€ = €q) = 5 (Ve +11gVi)- (3.211)

eliminiert werden.

° d;diad_ockp + CTdeT_Ud_UdU

Diese Terme werden durch
Unp, + (ea — en)” + UnY =0 (3.212)

eliminiert.

e Die verbleibenden Terme sind

Z nk q d—UCQJ + Cj] crd—ad oCko * — ck UdT dach—U
7q7
Dl gl gdoCr g 1 =€) jCb _gd—ody —dbdl ey —gck o). (3.213)
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Diese Terme beschreiben die antiferromagnetische Spin—Spin Wechselwirkung zwischen ei-
nem Elektron auf der Storstelle und den Elektronen im Band. Sie ist fiir den Kondo—Effekt
verantwortlich. Ich werde diese Terme zunéchst vernachlissigen. Die Wechselwirkung wird
spéater berechnet, indem diese Terme aufintegriert werden.

Die Flufigleichungen lauten

dV;

d—; = milea — ) +2D mepVp (3.214)
P

de 1

d_éf = 2V = O(57) (3.215)

@ = —QZHka + 227](2)ank (3.216)

dl - - k

dU (2)

dEy

Wie fiir U = 0 fiihre ich die Funktion

J(e,0) =Y V(e — &) (3.219)
k

ein. Ferner benutze ich die gleichen N#iherungen wie friiher fiir U = 0:

e Vernachlissige den nicht-linearen Term in der Gleichung fiir J(e, £) (d.h. den nicht-linearen
Term in der Gleichung fiir V.

e Lose die Gleichungen selbstkonsistent, indem auf der rechten Seite U und €4 durch U(oo)
und €4(00) ersetzt werden.

Fiir U = 0 liefern diese Ndherungen die exakte Losung. Hier erhdlt man

e i(o0) — (e eq(00) — e+ (1 +n(e))U(0)

ea(l) = eq(00) /d He o I (3.220)
= (0. @] € € U(OO)

) = U )+2/d O o e T e eyt (3.221)

Fiir das Beispiel J(€,0) = i—‘gix/ D? — ¢2 konnen alle Integrale berechnet werden. Es gilt

U0) = U(oo)—%[U(oo)

—6(Jea(00) + U(o0)| — D)sign(ea(o0) + U(00))y/ (ea(00) + U(00))? — D?
+6(Jeg(00)| — D)sign(eq(0))/ (e4(00))? — D?|. (3.222)

Die Resultate fiir €¢;(c0) kénnen in verschiedenen Parameterbereichen zusammengefasst werden:
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® |ea(oo)],[ea(00) + U(o0)| > D:

In diesem Fall erhalten wir

Ed(O) = ed(oo) — % |:26d( ) — U(OO)

+sign(eq(00) + U(c0))/ (eq(00) + U(c))2 — D2

(1= Foroin oy )
—sign(eg(00))y/(ea(00)) — D2 (3 - %arcsin ed(lzo )> } (3.223)

Im Limes U = oo, ergibt sich eine einzige Gleichung fiir €;4(c0),

0) = (o) + o {Slgn@( NV (ea(o0))? = D2 <3 - arsin edio>>
_|_%D B 35d(oo):| ‘ (3.224)

Sie @hnelt der Gleichung fiir U = 0, In beiden Gleichungen gilt |e;(c0)| > |e4(0)]. Dioe
Storstellenenergie wird vom Band weggeschoben, was auch zu erwarten war.

e |eq(o0)| < D,leg(o0) + U(0)| > D:

Jetzt gilt
al0) = ealos) = 35 2eato0) = U(o0)

+ VDT T ( Tt +D>

tsign(ea(00) + U(00)/fealo0) T T())2 = D?
(1 - % arcsin m> ] . (3.225)

Fiir U/ = 0o vereinfacht sich diese Bezichung zu
al0) = ealo0) = 5 [Bealo0) = 2D

+= Wln(v |€§? ; +D>]. (3.226)
Im Limes |eg(00)| < D < U gilt also
ca(00) = ea(0) + g In |- ;foo) ‘ 4T 0(%). (3.227)

In Bild. 1. ist das numerische Resultat gezeigt. Der Logarithmus auf der rechten Seite
von Eq. (3.227) fiir €4(c0) — 0 sorgt dafiir, dafl €;(cc0) niemals das Ferminiveau erreicht.
Falls €4(0) negativ ist und hinreichend weit vom Ferminiveau entfernt, so ist €4(oc0) ebenfalls
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negativ. Fiir wachsendes €;4(0) wichst auch e4(00). Bei einem noch negativen Wert von €;4(0)
springt die renmormierte Storstellenenergie von einem Wert unterhalb der Fermikante auf
einen Wert oberhalb der Fermikante und wichst dann weiter mit wachsendem ¢€;4(0). €4(00)
kann nur fiir V = 0 auf dem Ferminiveau liegen.

o [€q(o0)],[€4(00) + U(o0)| < D:
Jetzt gilt

leq(o0)]

——\/D2 00) + U(oo <‘/D2 00) + Uloe)) +D>]. (3.228)

ca(0) = Ed(OO)—L 2€4(00) — Wln(WJFD)

|€d( )+U(OO)|

Auch diese Beziehung enthiilt zwei Logarithmen, die fiir e4(c0) — 0 oder €4(c0)4+U(o0) — 0
divergieren. Weder €;(0c0) noch €4(00) + U(o0) erreichen fiir V' # 0 das Ferminiveau. Fiir
leq(00)] < U(oo) <« D gilt insbesondere

U(c0)
€q(00)

eq(00) = €q(0) + p In

‘ +FO(@). (3.229)

In (3.229) taucht im Vergleich zu (3.227) U(oo) als Ultraviolettcutoff auf. (3.229) ist aus
Renormierungsgruppenrechnungen bekannt.

Was ergibt sich nun fiir die Wechselwirkung. Zur Erinnerung: Wir hatten in [n, H] Terme der
Form

t T . T .
E nk Vy( c,m od—oCqo 1+ Cq, odod_gCl o ck gd oloCq—o

7q g
— ) ydock ot =) 0 _gdgdy — dhdl CqoCh o). (3.230)
weggelassen. Diese Terme beschreiben eine effektive Spin—Spin—Wechselwirkung
1,
—2 Z Vi () 20%) - (g 55 va) (3.231)
7q
mit

i, = < Z’;f > A = < gf ) (3.232)

und eine Pseudospin—Wechselwirkung. Den Koeffizienten dieser Wechselwirkung berechnen wir
approximativ durch

Ve = [V, P
0

7q
1 [o© Oln J (e L) O1n J(eq,0)
= —= eV, v, U ot ot . 3.233
2/0 kra <(ed—ek)(ed—ek—|—U) (€a —€q)(eq —€q +U) ( )

Benutzt man

Vie(£) = Vi (0) (3.234)
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so ergibt sich

V= —SVOV0) [T AU (e, 00T e, 0 0))
’ 0
(s | s o
(ea—ex)(ea—ex+U) (€4 —€q)(€qa —€g+U)
und weiter mit
“(ea—e)’(ca— e+ U)?
() = — de' ). 2

J(e,0) = J(e,0) exp( /0 2 (at VP ) (3.236)

1 [o¢]
v = 5 Vi(0)V,(0) /0 U

(ea—€x)(€qd —€ex+U)+ (€4 —€g)(€qa — €4+ U)
2+ (eq+ U)?

1 [t (eq —er)?(eq — e + U2 (eg— eq)2(ed —€q+ U)? ,
__ ar |(3.237
XeXp( 2/0 < €2+ (eq+U)? + €2+ (eg+U)? ) >( )

Ersetzt man U und ¢4 wie frither auch schon durch die Werte bei £ = oo, so ergibt sich

V= Vi(0)Vy(0)U(o0)

(€a(00) — €1)(eq4(00) — e + U(00)) + (eq(00) — €4)(€a(00) — €4 + U(o0))
(€a(o0) — ex)?(€a(00) — e + U(00))? + (€a(00) — €4)?(ea(00) — g + U(00))?

. (3.238)

Dieser Ausdruck sollte eine gute Niherung sein, solange e4(c0) und €4(c0) + U(co) nicht in der
Nihe von € oder ¢, liegen. Dies gilt speziell fiir die Fermikante. Direkt an der Fermikante erhélt
man

2) U(0)

( _ 2
Vipke = Vier (0) ea(50) (ea(20) T T ()" (3.239)
und wenn nur k£ an der Fermikante liegt
V2, = Vie(0)Vy(0)U(o0)
ca(00) (ca(00) + U(50)) + (ca(00) — eg)(ea(o0) — & + U () (5.210)
(€4(00))?(ea(o0) + U(00))? + (€a(00) — €)% (ea(o0) — € + U(00))?” '

Diese Ausdriicke kénnen mit den Ergebnissen aus der normalen Schrieffer—Wolff Transformation
verglichen werden. Dort erhélt man

1
v = SO0 U0

= =

1
((Ed(O) —ex)(€a(0) — e + U(0)) + (€a(0) = ) (eal0) —er U(O))) : (3.241)

also an der Fermikante

U(0)
€a(0)(ea(0) + U(0))"
Ein wesentlicher Unterschied besteht zunéchst darin, dafl in den Schrieffer—Wolff Resultaten

die unrenormierten Energien auftreten, wihrend in unseren Resultaten die renormierten Werte
stehen. Das ist natiirlich auch zu erwarten. Die physikalischen Werte sind die renormierten Werte.

V= Vi (0) (3.242)
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Selbst wenn man im Schrieffer—-Wolff Resultat die unrenormierten durch die renormierten Werte
ersetzt, ergibt sich ein weiterer Unterschied. Ich betrachte dazu in Vk(i) q den Limes

U(0)
ea(0)(ea(0) + U(0))
wahrend in unserem Resultat diese Grofle verschwindet. Das sollte auch der Fall sein, da der

effektive Hochenergie-cutoff (fiir D > U(c0)) nicht D, sondern U (o) ist. Die folgenden Grafiken
machen das deutlich:

2) legl—oo 1
iy S Ve (0) V4 0)

£0. (3.243)

Bild 1: Vergleich zwischen den Resultaten fiir Vk( ) im symmetrischen Fall (U = —2¢,). Die
durchgezogene Linie zeigt das Resultat der Flufigleichungen, die gestrichelte Linie
zeigt das Resultat von Schrieffer und Wolff, wobei die renormierten Werte von U
und €4 eingesetzt wurden.

Bild 2: Vergleich zwischen den Resultaten fiir Vk(i) g im Fall U = oo.

Man erkennt in beiden Féllen, dal zum einen die Divergenz verschindet, zum anderen das Ver-
halten fiir grofe €, deutlich verschieden ist.

Der Unterschied zwischen dem Flu
ssgleichungsverfahren, der Schrieffer—Wolff Transformation und der stérungstheoretischen Re-
normierung kann leicht an der Behandlung von J(w,0) deutlich gemacht werden. Die Abbildung
zeigt, wie sich in den drei Verfahren J(w,0) dndert.

3.6 Eliminierung der Elektron—Phonon Wechselwirkung

Ahnlich wie im Fall der Schrieffer—Wolff Transformation wird im Fall der Frohlich Transformation
in einem Modell mit dem Hamiltonoperator

H = Z wqatag + Z exCher + Z My(al, + aq) ck+q (3.244)

die Elektron-Phonon Wechselwirkung eliminiert. Man erzeugt auf diese Weise unter anderem
eine attraktive Elektron—Elektron Wechselwirkung, die fiir die Supraleitung verantwortlich ist.
Frohlich fithrt die Transformation

1

H— e’He ¥ ~ H+[S H]+ 19 19, HI + (3.245)

mit

S=> M, ! al , + ! ag | ci . cr (3.246)
! €htq — €k TWg 1 €hyq— €k — Wy 1) ha

k,q

durch und erhilt so eine Eliminierung der Elektron—-Phonon Wechselwirkung in fithrender Ord-
nung und eine effektive Elektron—Elektron Wechselwirkung der Form

Y Vil sChiaCh_sercn (3.247)
kK8
mit
kaik’,é — M62 wa (3248)

(€hys — €x)? —wi
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Aufgrund der Resultate aus dem vorangegangenen Abschnitt erwarten wir, dafl man in diesem
Fall mit Erfolg eine kontinuierliche unitédre Transformation durchfiithren kann, und dafl man als
Resultat eine effektive Elektron—Elektron Wechselwirkung bekommt, die weniger singulér ist.
Die Rechnung ist in der Diplomarbeit von Peter Lenz durchgefiihrt worden, siehe [14]. Ich gebe
hier nur das Resultat an, das man aus den Flufigleichungen mit Ndherungen erhilt, die analog
zu den Naherungen aus dem vorangegangenen Abschnitt sind:

Vkﬁk,ﬁ:_Mg( b5 i > (3.249)

2 2 T 32 2
st 0 s Brst s
mit ag 5 = €pys5—€p+ws, Brs = €pts—€x—ws. Speziell fiir die Wechselwirkung eines Cooperpaares
ergibt sich also
ws
(€kts — ek)2 + wg

Vi—ks = —M§ (3.250)
Im Vergleich zu dem Resultat von Frohlich tritt keine Singularitdt und kein Vorzeichenwechsel
auf.

In diesem Fall ist es leider nicht moglich, aus physikalischen Griinden einer Form der effekti-
ven Wechselwirkung den Vorzug zu geben. Wihrend im Fall der Schrieffer—Wolff Transformation
das Resultat aus der kontinuierlichen Transformation das richtige ist, hat man im vorliegenden
Fall keine Kriterien dafiir, diesen Schlufl zu ziehen, aufler der Eigenschaft, daf8 V}, ;s 5 weniger
singular ist als VkF w - Da wir aber im Fall der Schrieffer-Wolff Transformation gesehen haben,
daf} die Fluﬁgleichﬁﬁgen deutlich bessere Resultate liefern, kénnen wir davon ausgehen, dafl dies
hier auch gilt. Eine Untersuchung der Frage, welchen Effekt die andere Form der Wechselwir-
kung auf Erwartungswerte hat, steht noch aus. Dazu miissen, wie schon im Fall des Spin—Boson
Modells, die Observablen transformiert werden. Im vorliegenden Fall werden z.B. die elektroni-
schen Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren transformiert. Es ist moglich, dafl diese dhnlich
wie o, im Spin—Boson Modell vollstindig zerfallen. Damit hétte man als Konsequenz endliche
Zerfallszeit fiir Cooperpaare und #hnliches. Es wére sicher interessant, diese offenen Fragen zu
untersuchen.



Kapitel 4

Kontinuierliche unitéire
Transformationen: Renormierung
von Hamiltonoperatoren

Vor zwei bis drei Jahren haben Glazek und Wilson [4, 5] ein Renormierungsverfahren vorge-
schlagen, dafl den Flufigleichungen sehr verwandt ist. Sie nennen dieses Verfahren similarity
renormalization scheme. Die Gemeinsamkeiten und Unterschiede sind

Gemeinsamkeiten

e Das Verfahren von Glazek und Wilson arbeitet auf der Basis von Hamiltonoperatoren. Die
Motivation ist, gebundene Zustédnde in der QCD zu beschreiben. Gebundene Zusténde las-
sen sich eher in einer Hamiltonschen Formulierung beschreiben als in einer feldtheoretischen
Formulierung.

e Zur Renormierung wird der Hamiltonoperator unitir transformiert. Dies ist nur approxi-
mativ moglich.

e Durch die Transformation werden hohere Wechselwirkungen erzeugt.
Unterschiede

e Ziel ist es, den Hamiltonoperator in eine band—diagonale Form zu transformieren. Eine
Moglichkeit besteht darin, 6 > 1 zu wihlen und auflerdiagonale Matrixelemente zu elimi-
nieren, wenn fiir die entsprechenden Diagonalmatrixelemente £; und E; (E; < E; firi < j,
Ey > 0) die Beziehung

(B+1)[E; — Ej| > (8 —1)(Ei + Ej) + 2Ep (4.1)

gilt. Der Hamiltonoperator wird also nicht diagonalisiert, um dafl Problem zu lésen, muf}
der renormierte Hamiltonoperator mit anderen Verfahren weiterbehandelt werden.

e (4.1) sorgt dafiir, da8 in einer storungstheoretischen Berechnung der unitéiren Transforma-
tion kleine Energienenner explizit vermieden werden.

Ich werde im folgenden zunéchst die Variante vorstellen, die eine einzige unitédre Transformation
benutzt. In einem zweiten Abschnitt wird die kontinuierliche Variante diskutiert.

48
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4.1 Unitire Renormierung I

Die Ausfiithrungen in diesem Abschnitt basieren im wesentlichen auf [4].
Gegeben sei ein Hamiltonoperator

H=Hy+ H; (4.2)

der einen UV-cutoff A enthélt. Hy ist der freie Anteil, H; enthélt die unrenormierten Wechselwir-
kungen und notwendige Counterterme. Solange die richtigen Counterterme nicht gefunden sind,
werden die Eigenwerte und die Eigenvektoren von H in einer storungstheoretischen Rechnung
eine starke A—Abh#ngigkeit zeigen.

Die Idee besteht darin, H einer unitéren Transformation zu unterwerfen. Diese transformierte
Hamiltonoperator sei

H =S87'HS (4.3)
mit ST = S~!. Wir schreiben

S=1+T (4.4)
mit T — 0 fir H;y — 0. Da S unitér sein soll, muf fiir T’

T+T'+T'T=0 (4.5)

gelten. Ich schreibe T" in der Form T' = a + h, wobei h = %(T + T') der hermitesche und
a= %(T — T der antihermitesche Anteil von T ist. Die Bedingung fiir 7" lautet dann
1

h= 5 2 h?) (4.6)

h ist also von héherer Ordnung in H; als a.
Den neuen Wechselwirkungshamiltonoperator H fithren Glazek und Wilson so ein, dafl der
freie Anteil Hy im Hamiltonoperator unverindert bleibt: H } = H' — Hy. Dann gilt

H;=H;+T'H+ HT+T'HT. (4.7)

Um die Tranformation zu definieren, fiihren Glazek und Wilson zunéchst die Eigenwerte von Hy
ein, Hyli >= E;|i >. Jede Matrix M wird in zwei Teile zerlegt,

M =D(M)+ R(M) (4.8)
wobei
R(M); ; = M, (4.9)

genau dann gilt, wenn (4.1) gilt,

(B+1)|E — Ej| > (8 —1)(Ei + Ej) + 2E).

Entsprechend ist

D(M);; =M,; falls (B+1)|E; — E;| < (8—1)(E; + Ej) + 2Ey. (4.10)
Fiir H} fordert man

R(H}) =0 (4.11)
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Das fiithrt zu

R(H; + [Ho,h]+ + [Ho,a] + T'H; + H/T + T"H,T) = 0. (4.12)
Diese Bedingung kann erfiillt werden, wenn man

la, Ho]l = R(Hy + [Ho,hly + T'H; + H/T + T'H,T) (4.13)

fordert. Aus dieser Gleichung kann a in beliebiger Ordnung bestimmt werden, in dem man
beispielsweise iterativ vorgeht. Hat man a bestimmt, so erhélt man fiir H}

H; = D(H;+ [Ho,hly + T'H; + H/T + T"H,T). (4.14)

Das Argument auf der rechten Seite von (4.13) und (4.14) ist das gleiche, wir nennen es Q.
Driickt man Hy auf der rechten Seite von @ aufer im ersten Term durch H} aus, so erhélt man

Q= H; — [Ho,hly + Hj(a—h) — (a+ h)H} + (a + h)H'(a — h). (4.15)
Diese Gleichungen werden rekursiv gelost.

Sei
Hi=gVi+ ¢*Va+ ¢*Va + ... (4.16)

und entsprechend

Hp = gV{ + ¢*V3 + ¢*Vi + ... (4.17)

a = gai + ¢%as + ¢as + ... (4.18)

h=g’hy + g®hg + ... (4.19)

mit

hy = % > (artn_r — hihn) . (4.20)
k<n

Q=901 +9’Q2+9°Qs+ ... (4.21)

Damit findet man

Qn = Vp—[Ho hn +2Vk an—t — hn—k)
n—1 n—1
(an e+ Ry k Vk—l-z CLk—l-hk)Ho(an k— PRy k)
k=1 k=1
n—2n—1—k
+ (ar + hy) Vl p—f—1 — hp—r—1) (4.22)
k=1 I=1

@y, wird nur aus Termen konstruiert, die zu einem niedrigeren Index gehoren, aufler dem ersten
Term, der bekannt ist, und dem zweiten, in dem h, auch aus Termen zu niedrigerem Index
bestimmt wird. Aus Q,, erhilt man

= D(Qn) (4.23)
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Anij = 7 (4.24)

Diese Ausdriicke sind zunécht storungstheoretischer Natur. Das wesentliche ist aber, dafi durch
die Wahl von D(.) kleine Energienenner explizitvermieden werden. Da der Zéhler in dem Aus-
druck fiir a,, nur dann # 0 ist, wenn (4.1) erfiillt ist, gilt in dem Ausdruck fiir a immer
|E: — Ej| > %(E,- + Ej) + %
Energiedifferenzen sind also von der Ordnung der Summen der beiden Energien.
Ein Problem dieses Verfahrens besteht darin, dafl die Energien F; oder der freie Hamilton-
operator Hy nicht renormiert wird. Wendet man das Verfahren beispielsweise auf das Spin—Boson
Modell an, so steckt die Renormierung von A in H; und nicht in Hy. Eine Renormierung von Hy
erhélt man nur dann, wenn man wie sonst auch mehrere Renormierungsschritte hintereinander
durchfiithrt. Glazek und Wilson fithren deshalb ein kontinuierliches Verfahren ein, daf§ von der
Struktur her genauso funktioniert, aber eine Renormierung der F; beinhaltet.

(4.25)

4.2 Unitdre Renormierung II, kontinuierliche Transformationen

Die Ausfithrungen in diesem Abschnitt basieren im wesentlichen auf [5].

In diesem Verfahren wird der Ultraviolett—cutoff kontinuierlich veréindert. Der Hamiltonope-
rator Hy (und alle anderen Grofien) sind dann von einem kontinuierlichen Parameter A abhiingig.
H, soll keine Ubergiinge zwischen Zustinden enthalten, deren Energiedifferenz deutlich grofer
als A ist.

Ich definiere zuerst die Aufteilung M = D(M) + R(M) etwas flexibler. Seien E;) die Eigen-
werte von Hy)y. Sei

Ei\ — E;

oo 4.26
A Ei)\ +Ej)\ Y ( )

und

wijn = w(@ijn), T = 1 — uiin = r(Tijn)- (4.27)

u(z) = u(|z|) ist eine Funktion, die fiir kleine Argumente 1 ist und fiir groe Argumente ver-
schwindet. Konkret kann man u(z) wie folgt wéhlen:

1
u(z) =1 fir O§w<§,

< < —_
x
= = 37

W =

u(x) fallt monoton von 1 auf 0 fir

u(z) =0 fir <z <L (4.28)

[SSRIN )

Zusitzlich wird angenommen, dafl u(x) beliebig oft stetig differenzierbar ist. Ich definiere jetzt
D(M);; = u;jaD;; und entsprechend R(M);; = rjj»D;j. Indem man wu;;, und 745y einfiihrt,
erhélt man einen kontinuierlichen Ubergang zwischen D(M) und R(M). Das ist wichtig um in
den Renormierungsgleichungen Divergenzen zu vermeiden. Wiahlt man u(z) = 6(z¢g—x), so erhélt
man die urspriingliche Definition von D(M) und R(M).
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Die kontinuierliche unitare Transformation kann wie friither schon in der Form

dH),

LN (429)

geschrieben werden. 1y wird so gewihlt, dafl D(H)) = H). Wie vorher ist es sinnvoll, einen
Operator () einzufiihren, so daf

Hy = D(Q\) (4.30)

Fiir die Matrixelemente gilt dann

dum

dQijz
—=Qijx + uin—r = i (Eix — Ejx) + [y, Hiij (4.31)

dX

Aus dieser Gleichung kénnen @ und 7y noch nicht bestimmt werden. Der Grund liegt darin, daf3
fiir gegebenes A H) noch unitét transformiert werden kann, ohne daf§ die Bedingung D(H)) =
H) verletzt wird. Man bendétigt also eine weitere Bedingung. Dazu wird die obige Gleichung
umgeschrieben

d
Ujijx (g\ — Nija(Eix — Ejxn) = Gija (4.32)
mit
def duijx
Gijx = [, Hrzlij — N Qx (4.33)
Sei nun
dQy
Ui = D(G\)ij (4.34)
und
Nija(Eix — Ejx) = —R(Gh)ij (4.35)
Damit sind alle Grofien bestimmt. Man erhalt
TijA duijx Hijx
iin = —— 92y Hpy — —2A 4.36
A= B Ey <[77A nlij = = o (4.36)
und
dHij)\ duz])\ HZ])\
= Uy JHiyig + i 4.37
d\ J)\[TI)\ I)\] J JAT N d\ uz])\ ( )

In diesen Gleichungen treten wieder keine kleinen Energienenner auf. Diese Gleichungen miissen
wie frither schon iterativ geldst werden.

4.3 Ein Anwendungsbeispiel

In den Arbeiten aus der Gruppe um Wilson finden sich mehrere Anwendungen dieses Renormie-
rungsverfahrens. In allen diesen Arbeiten wird das Verfahren aber auf Modelle in Lichtkegelei-
chung angewandt. Diese Modelle sind als Beispiel fiir diese Vorlesung ungeeignet, sie wiirden den
Rahmen der Vorlesung sprengen. Ich verweise hier nur auf einige aktuelle Arbeiten:

e R. Perry Hamiltonian light—front field theory and quantum chromodynamics.
hep—th /9407056
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e R. Perry: A simple confinement mechanism for light—front quantum chromodynamics.
hep-th/9411037

e M. Brisudova, R. Perry: Initial bound state studies in light—front QCD
hep—th /9511443

e B.D. Jones, R. Perry, S.D. Glazek: Nonperturbative QED: An analytical treatment on the
light front. hep—th/9605231

Diese Liste ist nicht vollstindig. Weitere Arbeiten findet man dort zitiert oder auf dem preprint—
server in Los Alamos.

Statt dessen mochte ich hier das Verfahren auf ein einfaches Modell anwenden. Der Hamil-
tonoperator sei

Hy = Hox + Hj» (4.38)

Hox = ekx: cher :+ ) wqr: Dby : (4.39)
k q

Hiy = ) _(9haachohsab) + G g xChaqthby) + O(0°) (4.40)
k.q

CL, ¢ sind fermionische Operatoren, b;, by beschreiben Bosonen. Ich nehme wgy > 0 an. Hj
enthélt in fithrender Ordnung eine Fermion-Boson Wechselwirkung. Fiir grofien cutoff A soll diese
Kopplung nicht von k£ abhéngen, d.h. gi 4 A = gq,a. Die Terme O(g?) sind die Counterterme, also
hier weitere Wechselwirkungen. Ferner sei wyy = wga, €xx = €—gx. Fiir grofien cutoff soll

gkqA = g;:—}-q,—qA = qu (441)

gelten.
Dieses Modell soll jetzt mit Hilfe der Gleichungen (4.36, 4.37) untersucht werden. Ich berechne
alle Groflen als Entwicklungen in g. Wegen (4.36) kann 7 in fithrender Ordnung in der Form

= Z(nk,q,,\CLCkJrqbZ ~ 1M g AChyqChba) + O(g*) (4.42)
k,q

geschrieben werden. 7y, x = O(g). Sei

€N — €Ek+q T Wg

LhgA = 4.43
! lernl + |€xsrgr] +wgr + A (4.43)
Man erhilt dann
(Tkg) dInu(zgg )
= — A L 4.44

Aus (4.37) ergibt sich, dafi die Energien €,y und wgy erst in zweiter Ordnung in g renormiert
werden.

Der erste Term in (4.37) ist von Ordnung g?. Er enthilt Beitréige zum FluB der Einteilchen-
energien und neue Wechselwirkungen zu Hyy. Der zweite Term in (4.37) ist von Ordnung g und
tragt zum Flufl von g, 4\ bei. Die Flufigleichung lautet

dgk,q,)\ _ dln u(l‘k’q’)\)

0 7 (Th g\ o Grgx +O(g%) (4.45)
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Sie wird durch den Ansatz

e(Th.q.0)
Gkax = Jkg A =7 4.46
g N o) (4.46)
gelost, wobei e(z) aus %j—; = ZZ“ bestimmt wird. Beachtet man » = 1 — u, so kann man die
Losung in der Form
e(z) = u(x) exp(r(x)) (4.47)

schreiben. e(x) hat dhnliche Eigenschaften wie u(z): e(z) = 1 falls u(x) = 1, e(x) = 0 falls
u(x) = 0, e(x) fallt monoton in dem Bereich, in dem u(z) monoton fillt. Ich nehme im folgenden
an, daf der cutoff A so grofi gewéhlt werden kann, daf e(zgqn) = 1 fur alle k, g gilt.

Als néchstes berechnen wir die hoheren Kopplungen in H;. Dazu mufl [0y, H;)] berechnet
werden. Es gilt

o Hial = )0 mkga(grgalehcragbly el bl) + Girgalchcrrgbls ¢l s o crrbg])
k.q k.
+ h.e. + O(g%)
_ ot Ppt
= Z anq)\gk’q’)\(- ChChtata Oyl Ok kg™ * Co_ChotaDibly * Okt k—gr
k.q K .q'

(1 — Nkyq) 1 UEDL O — g0k ktq)
+ Z Z MhgATrrq/x( CkaJrq q’b by : Ok’ ktg—q— CL+q/Ck+qb;bq’ SO0k k
k.q k'.q
+(nk — Nitq) 2 bibg : 0q.q 0k i
— chTk,JrqckrckJrq 2 0g.q'
—(1 4 ng) : c2+qck+q t Oguq Okt ks + Mktq © ChCk * 0g.q 0k &
— (L4 )Nk sq0q.q0 0 &) + hc. + O(g%) (4.48)

Dieser Ausdruck liefert mit (4.37) die Renormierung von wyy und €. Zunéchst fiir wgy:

dwg . .
d ;\ = Z(nkq)\gkq)\ + qu,\gkqA)("k — Nk 1q) (4.49)
k

Aus (4.44) und der Definition von e(x) erhélt man

Gkg) dln e(xk,q,)\)
kgh = — 4.50
"Tkq €k — €Ektqr T W d\ (4.50)
und damit
dwgr PP dIn € (zp,q.0) PONE
dA " Ehtg\ — €k + Wy d\ a
_ d 2
_ Z ng Nk+q ‘gkq)\’ ) (451)
€ktgr — €k T wWen  dA

k

Die Anderung von ez und wgy ist O(g?). Vernachlissigt man also die A-Abhingigkeit in dem
Ausdruck € — €4gx + W, so erhélt man

— Nk+4q 2 2
= 1-— 4.52
Wgx = WA + E :€k>\ ~ ehtar + Wor |gkqal” (1 — €*(Thg.0)) ( )
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In dhnlicher Weise bekommt man fiir €

deg . .
i Z(nkq)\gkq)\nk+q + Mg\ IkgAk+q
q
_7716+q,—q>\9;+q,—q>\("k+q +1) — 77;;+q,—q>\gk+q,—q>\(nk+q +1))
2 2
n d Npag+ 1 d _
_ _Z k+q ’gkq)\‘ + Z k+q ‘9k+q, qA‘ (4'53)
o €kA — Ehtgr T Wor d\ o Chrgh — €k T wor d\

und in gleicher Ndherung wie oben

n
Gn = et D o [kaal* (1 = € (@rq,0))
q

€k — €k4q\ T Wo

Njyq + 1 2
- i |9k+q7—q/\| (1- 62(5Ek+q7—q,>\)) (4.54)
7 Ck+ax — €A + Wy

Die beiden Gleichungen (4.52) und (4.54) koénnen zur selbstkonsistenten Berechung der renor-
mierten Einteilchenenergien benutzt werden.
In [y, Hy,] treten aber weitere Terme auf, die neue Kopplungen enthalten. Damit findet man

_ t .
Hp, = Z(gkq)\ckck+qu1+gkq)\ck+qckbq)
k.q

Lot i .
+ Z ka’q)\ : ck+qck,_qck/ck :
k7kl7q

+ Z cqbibl,
q
+ Kopplungen der Elektronen an zwei Bosonen. (4.55)

Ich berechne die Flufigleichung fiir die Kopplung V4, 5/ 4. Sei

€ktg T €K/ —g\ — €KX — €k)

Thk/g\ = (4.56)
a ‘Ek)\‘ + |€k’+q)\| + ‘Ek/)\‘ + |6k/+q)\‘ + A
Die Fluigleichung fiir die Kopplung Vjjqx lautet dann geméf (4.37)
dvkk’qA _ 1 * * * *
N = —§U($kk’qA)(mc+q,—qA9k'—qA + M — 2 Jk+q,—gx T Mk —q,qATkgr T nkq)\gk’—q,q)\)
dlnu Tkk!'a)
+7‘($kk’q)\)#vkk’q>\ (4.57)
Mit
Vikrgr = e(@krrgr) Viskrgr (4.58)
erhalt man
df/kk/ A 1 % * * *
d}\q - 73 eXP(—T(xkk’qA))(mc+q,—qA9kf,—qA + M —gAIk+q,—ax T M/ —q,q7Tkgr + T’kq)\gk'—%q)\)
1 gZ’ —gA dgk—i—q —gA 9k+q,—q) ng’ —g\
= —exp(—Tr(Trk/gx : ’ + ’ ’
2 (Zr(@eian)) <5k+q>\ — € twen  dA Ek/A — Ek/—gr T Wgr AN
gltq)\ dgk’—q,q)\

+

’_ dg*
+ 9k'—q.q\ kq)\> ‘

4.59
€k/—g) — €A T wgn A €k — €hgqr T Wor  dA ( )
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Benutzt man das obige Ergebnis fiir g4, so ergibt sich

AViek/ g 1 2
B L exp(r (i) lgan
< e(zr—g») de(p1q,—q) 4 e(Thtq-qr)  de(Tp—qn)
€k+qg\ — €k + Wa d\ €'\ — €k/—gA + WoA dA
e(Trgn) de(r—q,q7) N e(Tr—g,q0) de(xkqA)> (4.60)
€k —g\ — Ek/X T Wy d\ €k = €htgr T Wor  dA
Spezialfalle
a) K =k+gq
AVigrgr 1 lgonl? 1 de* (Tp1q,—g )
a2 e e dA
1 de?
+ c (:C’“’q“)) (4.61)
€kA — €kqr T Wan  dA

Nimmt man wie oben an, daf§ die A-Abhéngigkeit von €;) und w,) vernachléssigt werden
kann, so findet man

~ War
Vikgr = ? :
kk'qA |9qal <(€k+qA —epn)? — ng
(Thrg—gn) e*(Tk,g0) > (4.62)
2ertqr — €rrtwgr)  2(€rn = rigr +wor)

Der erste Term stellt dafl bekannte Ergebnis dar. Die Singularitéit wird durch die ande-
ren beiden Terme behoben. Sie treten auf, weil die Fermion—Boson Wechselwirkung nicht
vollsténdig eliminiert wurde.

b) k' = —k Das ist die Wechselwirkung innerhalb eines Cooperpaares.

AVi—kg
T~ exp(—r(wnan) loan

< e(Trqn) de(Tk+q,—g\) + €(Thtq—q) de(ﬂjqu)>

€ktgh — €A T Wa A €kA — €kigr T War  dA
‘qu‘2
= —exp(—r(zi
(=ri@i)) (Jerrqrl + lexn] +wgr + A)?
le(@kqr)€ (Thtq,—g2) + €(Thtg,—, )€ (Trqn)] (4.63)

Fiir wgy > |€p4qr — €rn| ist das Vorzeichen beider Terme in der positiv, die Wechselwirkung
also attraktiv. Fiir wgy < |epyqr — €xn| ist das Vorzeichen beider Terme unterschiedlich.
Fiir nicht zu grofle wyy > 0 ist aber der positive Term vom Betrag her immer grofier
als der negative. Auch in diesem Fall ist die Wechselwirkung attraktiv. (Beweis mittels
Mittelwertsétzen, Monotonie von e(x))
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Die Kopplung ¢, kann entsprechend berechnet werden. Man erhélt

deg 1
o = ulEa) >k (kgrGktg—gn F Thta,—arThgr + Te—grTk—q.ar + Me—q.rTh—q2)
k
dInu(zg)y)
+r(xq>\)chq (4.64)

mit

2wg

= — 4.65

Tar 2wgr + A ( )
Analog zu oben ergibt sich
cq = e(xqr)Cq (4.66)
und
% _ L op(- 167
d\ = D) eXp( T(xq)\)) Z nk(nkq)\gk-i-q,_q)\ + Nk+q,—qA9kq + Nk—g 9k —q,q) + nk—q,q)\gk—q)\) ( . )

k

4.4 Vergleich mit Wegners Flufigleichungen

Storungstheoretische Renormierung, Wegners Flufigleichungen und das hier vorgestellte Renor-
mierungsverfahren arbeiten mit kontinuierlichen unitéren Transformationen oder kénnen in die-
ser Form formuliert werden.

dH )
AR H 4.68
N (12, H)] (4.68)
Fiir die Matrixelemente
dH;;
d)\]A = 0iia(Bix — Ejx) + Y (ieaHrjx — Higatlija) (4.69)
ki,

Mit Hy = Hoy + Hjy, Hiyx = O(g) findet man in beiden Fillen

TN By — By dA

(4.70)

Die Wahl von 7 in fiihrender Ordnung bestimmt das Verhalten von Hy), in fiihrender Ordnung
oder umgekehrt. Entwickelt man 1 und Hj) nach Potenzen der Kopplungskonstanten, so kann
man 7 in allen Gleichungen durch Ableitungen nach Matrixelementen von Hjy ausdriicken. Die
Freiheit, die man in der Wahl von 7 hat, entspricht der Freiheit in der Wahl von d‘ZE{A in fithrender
Ordnung.

Beispiel:
dwq)\ _ Z Ng — Nk4q d ’gkq)\ﬁ (4 71)
dA €htgh — €A T Wgr  dA ' '
d n d 2 Ngag+1 d _o?
By k+q lgkarl” | ) k+q |9k+q.—2] (4.72)
d\ €k = €hpgr T Wor  dA Ektg) — EkX T Wg dA
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jeweils mit Korrekturen O(g*). Diese Gleichungen sind in allen Verfahren die selben. In allen
Verfahren kann gy in der Form

Tk
Gkar = han 'y o 0(g”) (4.73)
7q7

geschrieben werden. Der Unterschied besteht in der Form von f. Es gilt

e Storungstheoretische Renormierung:

Srar=0(A —wq ) (4.74)

Die Ableitung von f enthélt eine Deltafunktion. Diese Wahl von f fiihrt also zu Divergen-
zen, wenn A = |€j44.1 — €x,2|. Dieses Problem léfit sich nur begrenzt beheben, wenn man
statt der Stufenfunktion eine glatte Funktion zum Abscheiden benutzt.

e Das Verfahren von Glazek und Wilson:

€N — €Ek4qx T Wgn
frgr=¢€ < > 4.75
q \em\ +]ek+q>\!+wq>\+)\ ( )

mit einer glatten Fuktion e(x), die von 1 auf O fillt. Leitet man f ., nach A ab, so
tritt ein Faktor exy — €x4qn + wqn auf, der den entsprechenden Faktor im Nenner in den
Gleichungen fiir ;) und w,) weghebt. Divergenzen aufgrund kleiner Energienenner treten
nicht auf. Es ist moglich, den Limes A — 0 durchzufiihren. Auch in diesem Limes treten
keine Divergenzen auf.

e Wegners Flufigleichungen:

=g ) i

Jrgx = exp (‘ 2

(¢ = A2, die Form der Gleichung #ndert sich dadurch nicht.) Wieder erhélt man durch
Ableiten einen Faktor €y — €x4qx + wgn, der den entsprechenden Faktor im Nenner in den
Gleichungen fiir ;) und wyy weghebt. Fiir endliche A treten keine Divergenzen auf. Inte-
griert man bis zu einem endlichen A, so wird der Hamiltonoperator wie im vorangegangenen
Fall banddiagonal. Der Unterschied besteht darin, das hier alle Energiedifferenzen gleich
behandelt werden, wihrend bei Glazek und Wilson eine relative Gewichtung vorgenommen
wird. Integriert man bis A = 0, so ergibt sich eine Divergenz in O(g?). Betrachtet man aber
das asymptotische Verhalten, so bemerkt man, dafl diese Divergenz verschmiert wird. Das
ist ein nicht-stérungstheoretischer Effekt, der in einer systematischen Entwicklung nach der
Kopplungskonstanten nicht auftritt.

Ein weiterer Unterschied wird deutlich, wenn man zum Limes A — 0 iibergeht. Im Weg-
nerschen Verfahren wird der Hamiltonoperator diagonalisiert. Das kann im thermodyna-
mischen Limes zu Problemen fiihren, die damit zusammenhéngen, dafl der thermodyna-
mische Limes nicht notwendiger mit dem Limes A — 0 vertauscht. Fiir endliche \ tritt
ein entsprechendes Problem nicht auf, ebensowenig im Renormierungsverfahren von Gla-
zek und Wilson. Im Verfahren von Wegner haben wir dieses Problem vermieden, in dem
der Hamiltonoperator blockdiagonalisert wurde. Damit ist aber das Renormierungsproblem
unter Umsténden nicht vollstdndig behandelt, da innerhalb der Blocke noch Matrixelemen-
te auftreten konnen, die grofie Energiedifferenzen verkniipfen. In den bisher behandelten
Modellen trat dieses Problem nicht auf.
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Was passiert mit den induzierten Wechselwirkungen? Die den induzierten Wechselwirkungen

entsprechenden Koeffizienten in 7 liefern in der Flufigleichung

dH;jx
dA

= niia(Bix — Bjp) + Y (mikaHrjn — Hikallja) (4.77)
s

den ersten Term. Dieser Term kann wieder frei gewéhlt werden, analog zu den urspriinglichen
Kopplungen. Die Inhomogenitét kann wie in den Gleichungen fiir die Diagonalmatrixelemente in
O(g?) durch Ableitungen nach Matrixelementen der Kopplung ausgedriickt werden. In solchen
zusétzlichen Wechselwirkungen treten Unterschiede auf, insbesondere dann, wenn es in dem be-
trachteten System mehrere Energieskalen gibt, oder wenn es mehrere Wechselwirkungen gibt.
Zum Beispiel kann man neben einer Wechelwirkung zwischen Fermionen und Bosononen noch
Wechselwirkungen zwischen den Fermionen oder zwischen den Bosonen haben. Wegners Fluf3-
gleichungen und das Renormierungsverfahren von Glazek und Wilson haben keine Probleme,
wenn mehrere Energieskalen auftreten. Im ersten Fall 1duft £ von 0 bis oo, im zweiten entspre-
chend A von oo bis 0. Treten in den Verfahren mehrere grofie Energieskalen auf (z.B. Bandbreite
eine elektronischen Bandes und die Debyefrequenz fiir Phononen), so werden beide entsprechend
behandelt. Im Fall der storungstheoretischen Renormierung ist das schwieriger.
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