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Abstract

Isolierte quantenmechanische Systeme lassen sich durch einen Hamiltonoperator mit wohldefinierten Eigen-
zustanden beschreiben. Befindet sich das System in einem Eigenzustand, dann bleibt es fir alle Zeiten in
diesem Zustand. Isolierte Quantensysteme gibt es aber in der Realitat nicht. Selbst ein Wasserstoffatom im
Vakuum wechselwirkt mit dem Strahlungsfeld und ist deshalb nur im Grundzustand stabil. Betrachtet man
guantenmechanische Systeme in Wechselwirkung mit inrer Umgebung, dann wird Energie zwischen dem Sy-
stem und der Umgebung ausgetauscht. Dabei treten neue Phdnomene auf, die in isolierten Systemen nicht
beobachtet werden. In der Vorlesung werden wir Methoden kennenlernen, mit denen sich solche Systeme be-
schreiben lassen, und wir werden eine Reihe von Phdnomenen diskutieren, die in diesen Systemen beobachtet
werden. Anwendungen gibt es in allen Bereichen der modernen Physik, von der Festkorperphysik bis hin zur
Hochenergiephysik.
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1 Einleitung 5

1 Einleitung

Unter dissipativen Quantensystemen versteht man Quantensysteme, die mit ihrer Umgebung in Wechselwir-
kung stehen. Das wird in der Modellbildung fast immer bertcksichtigt: Man beschreibt das dissipative Quan-
tensystem, indem man die Umgebung explizit im Hamiltonoperator bertcksichtigt. In der Regel genltigt dann
eine einfache Modellierung der Umgebung, da Details der Umgebung fir das Verhalten des Quantensystems
keine wesentliche Rolle spielen sollten. Selbstversténdlich gilt dies nicht immer. Speziell bei tiefen Tempera-
turen wird die Struktur der Umgebung wichtiger.

Klassische Beispiele fir dissipative Quantensysteme sind Atome im Strahlungsfeld, Nukleonen in einer Pio-
nenwolke und magnetische Storstellen im Festkorper (Kondoproblem). Typisch fiir diese Systeme ist das Auf-
treten von unterschiedlichen Energieskalen. Die charakteristischen Energieskalen des Quantensystems werden
durch die Wechselwirkung mit der Umgebung stark renormiert. Deshalb bendtigt man fur die Behandlung von
solchen Systemen Verfahren, mit starke Renormierungseffekte behandelt werden kénnen. Deshalb haben dis-
sipative Quantensysteme eine wichtige Rolle bei der Entwicklung von Renormierungsverfahren gespielt. Die
erste Arbeit von K. Wilson zu Renormierungsverfahren behandelte ein Nukleon in einer Pionenwolke. Die
numerische Renormierung wurde von Wilson fur das Kondoproblem entwickelt.

2 Einfahrung in dissipative Systeme

In diesem Kapitel geht es zunachst darum, einen knappen Uberblick iber das Gebiet zu bekommen. Nach einer
knappen Diskussion von Dissipation in klassischen Systemen werden wir kurz ein einfaches quantenmechani-
sches Modell diskutieren, das sich exakt |6sen laf3t: Den dissipativen harmonischen Oszillator. AnschlieRend
werden wir einige klassische dissipative Systeme kurz vorstellen, die spater in der Vorlesung ausfthrlicher
behandelt werden.

2.1 Als Vorlibung: Klassische Systeme

Eine anschauliche Modellierung von dissipativen Systemen besteht darin, das System direkt mit einem War-
mebad wechselwirken zu lassen. Die Hamiltonfunktion (oder flr ein quantenmechanisches System der Ha-
miltonoperator) hat dann die Form

H=Hs+ Hp+ Hgp (1)

Hg beschreibt dabei das Systekip die Umgebung (Wéarmebad) urfds s die Kopplung zwischen System

und Umgebung. In einem solchen Modell besteht schon konzeptionell eine Asymmetrie: Man interessiert sich
letztlich nur fur die Bewegung des Systems; fur das System sind auch Informationen vorhanden und es ist
eventuell experimentell zugénglich. Physikalische Details des Warmebades und auch der Kopplung des Sy-
stems an das Warmebad sind dagegen unbekannt. In der Regel beschreibt man das System zum Beispiel durch
zeitabhéngige Korrelationsfunktionen, wobei tiber die Freiheitsgrade des Bades gemittelt wird. Die Erwartung
ist, dal® die Resultate von den Details des Bades unabhéngig sind. Diese Vorstellung entspricht dem, was man
von einem Warmebad in der statistischen Physik immer annimmt: Wenige globale Eigenschaften wie Tem-
peratur oder chemisches Potential sollten ausreichen, um das Bad zu charakterisieren. Wenn dem so ist, dann
liegt es nahe, das Bad durch harmonische Oszillatoren zu beschreiben. Ein einfaches Modell fiir ein Teilchen
in einem Potential, das in Wechselwirkung mit einem Warmebad steht, kann durch die Hamiltonfunktion

2

H=" + V(g Z i 72(]12 )+ Z)\i(q —)? (2

2mz
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2 Einfiihrung in dissipative Systeme 6

beschrieben werden. Die Bewegungsgleichungen sind die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen

_OH . OH . OH . 0H -
q_8p7p_ 8q7q1_apzvpl_ aqz'
Man erhalt »
i=Z (4)
m
P="Flg) =2 Nilg— ) 5)
g =2 ©6)
m;
pi = —mi@2q; — 2\i(qi — q) (7)

Diese Gleichungen lassen sich weiterbehandeln, indem man zunachst die Bewegungsgleichungen fir die Bad-
variablen integriert und das Ergebnis in die Gleichung fir die Systemvariable einsetzt. Dabei treten Integrati-
onskonstanten auf, die mit den Anfangsbedingungen der Badvariablen zusammenhangen. Diese Anfangsbe-
dingungen sind nattrlich unbekannt, man muf3 an dieser Stelle also geeignete statistische Annahmen machen.
An Stelle einer allgemeinen Diskussion betrachten wir als einfaches Beispiel einen harmonischen Oszilla-
tor, der an eine Umgebung gekoppelt ist. Dieses Beispiel kann direkt auf ein erstes, einfaches dissipatives
Quantensystem Ubertragen werden.

2.2 Der dissipative harmonische Oszillator

Die Hamiltonfunktion fir dieses einfache Modell ist

2

2
p Mg 9 p; m 9 9 2
H=—+— +E L0 4+§/\i —q;)°. 8

9 20-’(] i(z 2W qz) i (q Q) (8)

Es ist zweckmaRig, die Quadrate 8) Guszumultiplizieren. Dabei treten die GroReh = @2 + % >N

wf = ovf + ml)\l auf.w muR endlich sein, d.f., A\; muB definiert sein. Analog zur Quantenmechanik ist es

gunstig, statt mit Ort und Impuls mit den komplexen Koordinaten

1 .
b= —(vVmwq +ip/v/mw) 9)
V2
1
b; = ﬁ(\/miwi@h’ + ipi//miw;) (10)
und ihren komplex Konjugierten zu rechnen. Es gilt
]' >k
q= m(b +b%) (12)
_ LM (12)
A
und analog flg; undp;. Mit Hilfe dieser GréR3en kann die Hamiltonfunktion in der Form
)\,
H = wb*d b b — — (b4 b*)(b; + bF 13
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2 Einfiihrung in dissipative Systeme 7

geschrieben werden. Die Kopplungskonstante im letzten Term bezeichnen wir im folgengpﬁ:%

Die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen fiir die neue Hamiltonfunkti®nsind b = —zab*und analog
fur b; sowie die komplex konjugierten Gleichungen. Man erhalt
l.)i = —iw;b; + igi(b + b*) (14)
= —iwb+1i Z 9i(b; + b)) (15)

Die erste Gleichung kann direkt integriert werden.

b; = bip exp(—iw;t) + ig; /t exp(—iw;(t — ")) (b(t') + b*(t'))dt’ (16)
0

Wir setzen dieses Ergebnis in die zweite Gleichung ein und erhalten eine Bewegungsgleiclung fir
= —iwb — 2i Z g / sin(w; (t — ")) (b(t') + b* (¢'))dt' + i Z 9i(bio exp(—iw;t) + bj exp(iw;t)) (17)

Der erste Term in dieser Gleichung ist die urspringliche Oszillation des harmonischen Oszillators. Der zweite
Term ist eine effektive Rickkopplung: Die Bewegung des Systems hangt offenbar von seiner Vergangenheit
ab. Wir werden gleich eine plausible Annahme machen, die dazu fuhrt, daf3 diese Ruickkopplung nicht auftritt,
der zweite Term beschreibt dann nur noch die Reibung oder die Dissipation. Der dritte Term h&ngt von den
Anfangsbedingungen der Badoszillatoren ab. Er besteht aus einer Summe vieler kleiner Terme, Uber die wir
nichts genaues wissen. Dieser Term wird die Rolle einer stochastischen Kraft spielen.

Im folgenden nehmen wir an, dal’3 die harmonischen Oszillathrem thermodynamisch groRes Bad bil-
den. Man kann dann den thermodynamischen Limes durchfiihren. Wir nehmen an, daf3 die Freguenzen
kontinuierlich verteilt sind. Dann ist

=2 g7 —w) (18)
eine kontinuierliche Funktion und die Summe im zweiten Term kann in der Form
) d G(w') d

/ A G sin(w! (0 — 1)) = o [ dr T cos(u!(t— ) =~ R(t 1) (19)

geschrieben werden. Das Verhalten der Funk@idw) oder alternativ der FunktioR(¢) beschreibt das Bad
und die System-Bad Kopplung. Fir die Bewegungsgleichung erhalt man

b = —iwb+iR(0)(b+b*) —iR(t)(b(0) + b*(0)) — i / tdt’R(t—t’)(l}(t’)+l3*(t’))
0

+i Z gi(bio exp(—iw;t) + by exp(iw;t)) (20)

Der zweite Term in dieser Gleichung fuhrt zu einer Verschiebung der Frequddamit die Gleichung wohl-
definiert ist, mulRR(0) < w gelten.R(t) ist eine Summe vieler oszillierender Beitrage und wird daher fiir
groRet schnell abfallen. Daher tragt der dritte Term nur flr sehr kigimei und der vierte Term liefert
Beitrage furt =~ ¢'. Damit erhalt man aus dem Realteil und dem Imaginarteil dieser Gleichung die Bewe-
gungsgleichungen fir undg.

i= (21)
m

p = —mw?q+ 2mwR(0)q — 2mwR(t)q(0) — kG + vV2mw Z 9i(bio exp(—iw;t) + biy exp(iw;t)) (22)

i
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2 Einfiihrung in dissipative Systeme 8

Daraus ergibt sich

mg = —mwie,q — K4+ F(t) (23)
mit -
K~ 2mw/0 dtR(t) (24)
wren = \/Z — 20R(0) (25)
und
F(t) = V2mw Z 9i(bip exp(—iw;t) + b}y exp(iw;t)) (26)

Damitwyey reell ist, muRR(0) < w gelten; diese Ungleichung hatten wir oben schon gesehen.

Man sieht also, daR der vierte Term in der Gleichunghftlirekt die Stokessche Reibung liefert, weR(¥)

eine schnell mit abfallende Funktion ist. Wir diskutieren weiter unten, welche Bedingungen dazu genau zu
erflllen sind. Der funfte Term liefert eine zeitabhéngige Ku&ft). Die Kraft F'(t) hangt von den (unbe-
kannten) Anfangsbedingungen des Bades ab. Typischerweise kennt man nur statistische Eigenschaften des
Bades. Von den Anfangsbedingungen sind also nur statistische Eigenschaften bekannt, zum Beispiel die Ver-
teilungsfunktion. Damit wirdF'(¢) eine stochastische Grof3e, von der die Verteilungsfunktion oder eventuell

nur einzelne Momente bekannt sind. Wir berechnen die zweiten Momente

<F(t)F(t’)> = 2mw Z 9i9; <(b¢0 exp(—iw;t) + bjy exp(iw;t))(bjo exp(—iwjt’) + b]*-o exp(iwjt'))> (27)
ij

Wenn wir annehmen, dal3 die Anfangswerte von unterschiedlichen Badmoden unabhangig verteilt sind, dann
treten in der Summe nur Terme niit= j auf. Die Erwartungswerté},b,o) hangen vonw; ab. Damit erhalt
man

(F()F(t') = 4mw Y g7 (bigbio) cos(wi(t — 1)) (28)

7

Wegen des Gleichverteilungssatzes gilt
kgT

)

(biobio) = (29)

und man erhalt

(F)F(t)) = 4mwl<:BTZ i—Q cos(wi(t —t')) = dmwkpTR(t — t') (30)

Das zweite Moment der fluktuierenden Kraft hangt also direkt mit der Dissipation zusammen.RMgnn
schnell abféllt, dann kann mag(¢) durch

~ ! n_ kK
R(t) ~ 6(1) / AR = " 5(1) (31)
ersetzen. Das ist natlrlich im Widerspruch zu der oben hergeleiteten UngleigR{fy < w. In der Tat

ist R(t) < 6(t) nur eine in bestimmter Naherung gerechtfertigte Annahme. Wir kénnen diese Annahme nur
machen, wenn wir zusatzlich,., festhalten und reell wahlen. Allerdings ist die AnnahiRg&) o~ ()
physikalisch sinnvoll, da man in der Regel annehmen wird, dafl3 keine Korrelation zwischen zwei aufeinander-
folgenden KraftstoRen von Teilchen des Bades auf das Teilchen bestehen. Die Korrelatiofisz&(t ), die

den Abfall vonR(t) festlegt, ist also etwa die StoRzeit fiir solche StoRe. Solamdgin im Vergleich zuo 1

oder anderen charakteristischen Zeitskalen des Systems ist, ésEdigktion als Naherung gerechtfertigt.
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2 Einfiihrung in dissipative Systeme 9

Ein zeitlich unkorreliertes Rauschen nennt man weif3. Man erhalt es fiir den Fatt(dafiv (und aquivalent
g?/w;) konstant ist. DaRk(0) endlich sein muf, kann das nicht wirklich gelten. Man benétigt immer einen
Ultraviolett-Cutoffw.. Im Limesw,. — oo erhalt man ein weil3es Rauschen. Typischerweise wird man aber
eine schwache Abhéangigkeit van haben und damit statt défFunktion eine abfallende Funktion mit einer
Korrelationszeitr erhalten.

Sowohl die Reibungskonstanteals auch das zweite Moment der Kréf{t) werden durchG parametrisiert.
Beide sind also nicht unabhéngig. Der Zusammenhang zwischen beiden ist ein einfaches Beispiel fur ein
Fluktuations-Dissipations-Theorem.

Wenn die Massen des harmonischen Oszillators hinreichend grof3 ist, dann kann typischerweise der Effekt
der fluktuierenden Kraff'(t) vernachlassigt werden. Man erhélt dann die Uibliche Bewegungsgleichung mit
Reibung. Fur kleine Massen dagegenAs$t) wichtig.

Wesentlich ist auch der Ubergang zum thermodynamischen Limes. Ohne diesen Ubergang erhalt man immer
ein System mit charakteristischen Eigenmoden.

2.3 Rauschen in der Quantenmechanik

In der Quantenmechanik beschreibt man den Zustand eines Systems durch eine Wellenfunktion oder durch
eine Dichtematrix. Will man die Wechselwirkung eines quantenmechanischen Systems mit seiner Umgebung
beschreiben, dann ist die Beschreibung durch eine Wellenfunktion nicht zweckmafig. Um das zu erreichen,
brauchte man eine genaue Kenntnis des Systems und seiner Umgebung. Das widerspricht den physikalischen
Ansétzen aus der klassischen Beschreibung vollig. Eine bessere Beschreibung des Systems erreicht man durch
eine Dichtematrix.

Modelliert man ein quantenmechanisches System durch einen Hamiltonopgé€gatdann erhalt man fur die
Dichtematrix die Bewegungsgleichung

C%g = —i[pg, Hs] (32)
In einer effektiven Beschreibung des Systems durgchann die Wechselwirkung zwischen System und Um-
gebung durch zuséatzlich Terme in dieser Gleichung beschrieben werden. Allerdings ist die Situation nicht
ganz einfach, da die modifizierte Bewegungsgleichungflibestimmte Bedingungen erfullen muf3:

1. ps > p% > 0.
2. Trpg = 1.

3. (p|lpse) < 1firalle ¢.

Diese Bedingungen mussen zudem fir alle Zeiten und fur alle zuldssigen Anfangsbedingungen der Bewe-
gungsgleichung fipg erfillt sein.

Um eine Bewegungsgleichung fig herzuleiten oder um, weniger ambitioniert, Bewegungsgleichungen fur
einfache Observable (Ort, Impuls) herzuleiten, kann man wie im klassischen Fall zu Beginn der Vorlesung die
Umgebung durch harmonische Oszillatoren modellieren. Dies ist in vielen Fallen ausreichend. Der Hamilton-
operator, der das System und die Umgebung beschreibt, ist dann von der Form

H=Hs®Ig+Is® Hg+ As® Ap (33)

IndicesS bezeichnen Operatoren des Systems, Indi¢eis&e Umgebung (das Badjg g sind Einheitsopera-
toren. Der Hilbertraum, auf dem dieser Hamiltonoperator wirkt, ist das direkte Produkt der Hilbertrdume von
System und Bad.

Copyright (©1999-2001 Andreas Mielke




2 Einfiihrung in dissipative Systeme 10

Da wir den Hilbertraum und den Hamiltonoperator so erweitert haben, daf jetzt System und Umgebung ent-
halten sind, erhalt man jetzt eine Bewegungsgleichung fir die volle Dichtempatrix

L ——ifp, (3
Die Dichtematrix fir das System ergibt sich augurch Projektion. Wenn es gelingt, die Projektion schon

in der Gleichung flrp durchzufihren, erhalt man eine effektive Gleichung dgr Das entsprechende gilt
naturlich auch fir Bewegungsgleichungen fiir Observable. Die volle Bewegungsgleichung fir eine Observable
des Systems enthdlt Beitrége von den Badvariablen. Wenn es gelingt, die Badvariablen zu eliminieren, erhalt
man effektive Gleichungen fir die Observablen des Systems. In dieser Form haben wir fir den klassischen
dissipativen harmonischen Oszillator die Bewegungsgleichungen geldst. Betrachten wir jetzt als einfaches
Beispiel den dissipativen, quantenmechanischen harmonischen Oszillator.

2.4 Der harmonische Oszillator

Es gilt
Hy = % + S 0% (35)
Hy =Y (% " %wzqz) (36)
k
As=q (37)
Ap=> et (38)
k

wobei wir fur die Kopplung die harmonische Naherung gemacht haben, wie schon im klassischen Fall. Fihrt
man Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren ein, so kann man den Hamiltonoperator (bis auf eine Konstan-
te) auch in der Form

H = Qala+ Zwkazak + Z Me(a+ a®)(ag + a;rc) (39)
k k

schreiben. Als Bewegungsgleichungen erhalt man

da

o =iati Ek: Me(ag + al) (40)
dak . . .i.
= wkak +iXg(a+a') (41)
Die Bewegungsgleichung fiar, kann formal integriert werden
t
ax(t) = ax(0) exp(iwgt) + i)\k/ dt’ exp(iwg(t — t'))(a(t') + a (t)) (42)
0
und man erhalt
d
d—j = iQa+iY M(exp(iwpt)ar(0) + exp(—iwgt)al (0) (43)
k
t
—2i Y A} / dt' sin(wg(t — ') (a(t") + o' (') (44)
L 0
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2 Einfiihrung in dissipative Systeme 11

Diese Gleichung ist analog zur klassischen Bewegungsgleichung, die wir zu Beginn der Vorlesung hergeleitet
haben. Mit ihrer Hilfe kann man zum Beispiel die Korrelationsfunktjgft)q(0)) berechnen. Man findet

(0000 + 40)4(0) = gy [ doC)(2ne) + 1) o) (45)
mit )
" 1 o
C(w) = Z)+ 2 (47)
(92 - w2+ 40P (S 2260 ) + 42022 ()

P(.) bedeutet hier den Hauptwert des Integrals. Man sieht dieser Formel mehrere Dinge an:

1. Der erste Term im Nenner vafi(w) entspricht einem Polterm. Fir verschwindende Kopplung an das
Bad wird C(w) « (d6(w — Q) + d(w + Q)). Fir endliche Kopplungen verschiebt sich die Lage der
Maxima zu niedrigeren Werten

dw'W' J(w')
2 _ N2
QZ, = Q* +4QP ( / W) (48)
Dazu muf natirlich ' J ()
9 w W w
Q +4QP</W>ZO (49)

gelten. Diese Bedingung garantiert, dal3 der Hamiltomoperator nach unten beschrankt bleibt.

2. Der zweite Term im Nenner entspricht einer Dampfung. Es treten keine Pole bei+,., auf,
sondern Maxima.

3. Im Gegensatz zum klassischen Fall tritt eine Dissipation auch schdh bed auf. Das ist ein Effekt
der Quantenfluktuationen.

4. Fur endliche Temperaturen i6(w)(2n(w) + 1) fur kleinew proportional zuL J(w). Der Fall Stoke-
scher Reibung entspricht also gerade dem Jall) « w, dann féllt die Korrelationsfunktion exponen-
tiell ab, wie im klassischen Fall.

5. FUrT = 0, wenn es also nur Quantenfluktuationen gibtyigb) = 0 und damitC'(w) x J(w) fur
kleinew. Ist wiederJ(w) o w, dann erhalt man einen algebraischen Zerfall der Korrelationsfunktion
x t72.

6. In der Quantenmechanik kénnen auch andere Bader realisiert sein. Es gibt also quantenmechanische
Béader, in denen keine exponentielle Dampfung auftritt.

2.5 Das quantenmechanische Zwei-Zustands-System

Das dissipative quantenmechanische Zweizustandssystem gilt als Paradigma fur dissipative Quantensysteme.
Analog zum harmonischen Oszillator lautet der Hamiltonoperator

H = HS®IB+IS®HB—|—A5®AB (50)
= —Eam+Zk:wkbkbk+§azzk:)\k(bk+bk) (51)
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2 Einfiihrung in dissipative Systeme 12

Das Zwei-Zustands-System wird quantenmechanisch durch2ein@-Matrix beschrieben, die man oBdA
proportional zus, wahlen kann. Die Kopplung induziert Ubergange zwischen den beiden Zustanden. Das
Modell wird Spin-Boson-Modell genannt.

In der letzten Zeit ist das dissipative quantenmechanische Zwei-Zustands-System im Zusammenhang mit
Quantencomputern aktuell geworden. Das Zwei-Zustands-System beschreibt ein Quantenbit, das mit seiner
Umgebung wechselwirkt. In der Regel wird man versuchen, solche Systeme so zu realisieren, daf3 die Wech-
selwirkung mit der Umgebung so schwach wie maglich ist.

Ganz allgemein kann man die zwei Zustande als die niedrigsten Zustande in einem allgemeinen Quanten-
system und damit das Modell als Naherung fir jedes andere dissipative Quantensystem betrachten. Diese
N&herung ist dann besonders gut, wenn die beiden unteren Zusténde durch eine grol3ere Licke vom Rest des
Spektrums getrennt sind. Ein typisches Beispiel, in dem das der Fall ist, ist ein Tunnelsgstendann

die Tunnelaufspaltung. Abhangig von dem zu untersuchenden System kann die Wechselwirkung zwischen
System und Umgebung stark sein.

Das Modell ist im allgemeinen nicht exakt I6sbar, man kennt aber einige exakte Resultate fur dieses Modell.
Das Langzeitverhalten der dynamischen Korrelationsfunktionen i§t 80 oder fir endliche Temperaturen
ahnlich wie beim dissipativen harmonischen Oszillator. Haufig betrachtet man aber andere Eigenschaften.
Beispielsweise wird das System in einen festen Anfangszustand gesetzt, und man interessiert sich fur die
dynamische Entwicklung des Systems aus diesem Zustand. Fir solche Korrelationsfunktionen erhalt man, im
Gegensatz zu den Gleichgewichtskorrelationsfunktionen, meist einen exponentiellen Zerfall: Kerne zerfallen
nach einem Exponentialgesetz, Atome in angeregten Zustanden fallen in tieferliegende Zustande nach einem
Exponentialgesetz, usw.

Unabhangig davon, ob die Wechselwirkung stark oder schwach ist, kommt es zu starken Renormierungseffek-
ten: Das effektive Tunnelmatrixelemefit ist deutlich kleiner alg\. Dieser Effekt ist storungstheoretische
nicht zuganglich.

2.6 Ein Nukleon in einer Pionenwolke

Ein anderes einfaches dissipatives Zweiniveau-System wird durch den Hamiltonoperator

H =" wi(afar +bfbe) + 90> (2wi) 7 [(ar + b )os + (af, + bi)o_] (52)
k k

beschriebena;, und b, sind bosonische Operatoren, die skalare geladene Mesafgrbéschreiben. Sie
wechselwirken mit einer ortsfesten Quelle, einem Nukleon, das zwei Zustande (Proton, Neutron) annehmen
kann. Die Ubergange zwischen diesen beiden Zustanden werden durch die Paulimatimssthriebengg

ist eine Kopplungskonstante ung = (k2+u2)1/2, wobeiu die Mesonenmasse ist. Dieses Modell wurde von

K. Wilson 1965 vorgeschlagen und analysiert als ein Prototyp fiir ein Modell einer lokalen Quantenfeldtheorie.
Dieses Modell kann stérungstheoretische nicht behandelt werden, da die Stérungstheorie zu Divergenzen
fuhrt. Es mul3 mit Renormierungsverfahren untersucht werden.

2.7 Fermionische Bader

In den bisher diskutierten Fallen haben wir nur Warmebader untersucht, die sich durch Bosonen beschreiben
lieBen. In der Realitat treten natlrlich auch fermionische Bader auf. Das klassische Beispiel ist das Kondomo-
dell. Es beschreibt eine magnetische Stérstelle in einem Festkérper, die mit den Bandelektronen wechselwirkt.
Der Hamiltonoperator fur dieses Problem lautet

H = ZEkCLaCkU —2J5(0) - S (53)
k,o
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3 Das Spin-Boson-Modell 13

wobei S ein Storstellenspin am Ogtist unds(0) der Spin der Bandelektronen am Ort

. 1 .
5(0) = 5 > o (@oorcs (54)

/ !
k.k' o0

Der Hamiltonoperator ist also von der Gestalt eines typischen System-Bad Modells, wobei der reine Sy-
stemanteil verschwindet, die System-Bad Wechselwirkung durch die (meist antiferromagnetische)
Spin-Spin Wechselwirkung gegeben ist und das Bad aus Bandelektronen besteht. Kondo hat gezeigt, dal3 die
stérungstheoretische Behandlung dieses Modells zusammenbricht. Unterhalb der Kondotemperatur

Tk = D exp( (55)

IN©O))

wobei D die Bandbreite undv(0) die Zustandsdichte an der Fermikante ist, bildet sich ein Singulett aus dem
Storstellenspin und den Spins der Leitungselektronen.

3 Das Spin-Boson-Modell

Das Spin-Boson-Modell ist das Standardmodell fir dissipative Quantensysteme. Der Hamiltonoperator

A t 1 T
H = —Eo'm + Zk:wkbkbk + 50',2 Zk: i (br + bk) (56)

beschreibt ein zwei Niveaus eines Quantensystems angekoppelt Uber eine bilineare Kopplung an ein boso-
nisches Bad. Viele Resultate dieses Modells lassen sich auf andere dissipative Quantensysteme lbertragen.
Viele Methoden, die auf dieses Modell erfolgreich angewandt werden kénnen, lassen sich auch auf andere
dissipative Quantensysteme anwenden. Aul3erdem hat das Modell konkrete physikalische Anwendungen:

1. Es beschreibt ein dissipatives quantenmechanisches Tunnelsystem bei tiefen Temperaturen.
2. Es beschreibt ein Quantenbit in einem Quantencomputer.
Das Modell wurde in der Vergangenheit intensiv diskutiert. Die Literatur zu diesem Modell ist kaum zu tber-

schauen, ich erwahne daher hier nur die grundlegenden ersten Arbeiten von Caldeira und Lpgigit |
Review-Artikel von Leggett et al2] und das Buch von WeisS].

3.1 DerFall A=0

In diesem Grenzfall kann der Hamiltonoperator trivial diagonalisiert werden. Die unitdre Transformation

Ak
U = exp(—o- zk: ﬂ(bk — b)) (57)
hat die Eigenschaften
A A
T k T k i
UbU' = exp(—o. Zk: m(bk —b;.))bi exp(o Zk: m(bk - b)) (58)
A
= be= o2 g (b= b)), b (59)
k
— o Mg (60)
2wk
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und damit gilt

1 A2
bibpUT = wiblby, — So Ai(by, + bL) + - 61
Uwib b U = wib, by, 50 k(b + )+4wk (61)

1 1 A2
—o (b = 0DUT = o \p (b +-b1) — 2k 62
UQU k(b + k)U 20 k(b + k) 20 (62)

b Z ' 0

Der Hamiltonoperator wird so also diagonaI|S|ert, die Grundzustandsenergie ist
A’2f
Ey=— E — 64
0 k 4wy (64)

In der Regel wird man annehmen, daf? die Frequenzeaes Bades kontinuierlich liegen und man wird eine
Funktion

= Ad(w —wp) (65)
k
einfihren. Damit gilt
Ey— _/ dwJ(w) (66)
4w

Der Hamiltonoperator ist dann wohl definiert, wenn dieses Integral definiert ist. Das bedeutéf.ddBr
kleinew proportional zuv® mit s > 0 sein muf3. Fis = 1 erhalt man das Ohmsche Bad. Fir graf3eul3
dagegen das Verhaltesf abgeschnitten werden. Wir machen also den Ansatz

J(w) = Kwsfc(w/wc) (67)
wobei f.(x) eine cutoff-Funktion ist (e.gf.(z) = 0(1 — x), f.(x) = exp(—x)).
3.2 Endliche A

Fir endlicheA kann man zunéchst die gleiche Transformation durchftihren.

A A2
UHU' = - 200, Ut + > wpblby — S 2k 68
2 zk: kYLK - 4ch ( )
Um den ersten Term berechnen zu kénnen, schreiben wir
Ak
U = exp(-o: Z 70 (0 = b)) (69)
: Ak ) Ak )
= cos(—io, Z o (bk — b)) +isin(i Z Yoor (b — by) (70)
k k
N M i A t
= cos(i Z m(bk — b)) +io. sin(i Z 2—(bk — b)) (71)
k
f A ) Ak )
Uo,U" = [cos? Zz—bk—b — sin? Zg—bk_b o (72)
k k
—2cos(i Z )\— (b, — bT ) sin(4 Z /\— (b, — bJr (73)
k 2w 2wy
Ak h) A H)
= cos(i Z (by —b;.))o, — sin(i Z — (br, — by,) (74)
Wi Wik
k k
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3 Das Spin-Boson-Modell 15

Entwickelt man demos, dann tritt in erster Ordnung ein Term proportional zu
A2 J
S [0l
% wk w

auf. Dieses Integral ist fig < 1 nicht definiert. Die Rechnung ist so also nicht durchfiihrbar, zumindest
nicht fiir s < 1. Es gibt verschiedene Mdglichkeiten, dieses Problem zu I6sen, zum Beispiel kann man einen
Infrarotcutoff (i.e. eine kleinste Frequenz) einflhren. Dies ist im Prinzip duchfihrbar, aber es gibt (formal)
einfachere Moglichkeiten, sich einen Uberblick liber das mdgliche Verhalten des Systems zu machen.

(75)

3.3 Adiabatische Renormierung

Wir werden uns jetzt ein einfaches Renormeirungsverfahren ansehen, mit dem man das Modell behandeln
kann. Die Idee des Verfahrens besteht darin, die oben durchgefiihrte unitéare Transformation schrittweise
durchzufihren. Wir fihren also zunachst

A
U = exp(—o. ﬁ(bk — b)) (76)
>k <K
. Ak . Ak
= cos(i Z m(bk - bL)) + i, sin(i Z m(bk — bL)) (77)
k>kq k>kq

und transformiered mit dieser Transformation. Das liefert

A 1 A2
_ T T T T k
Hy = U HU| = —ZUh0,U] + > wiblbi + 50 > Nelbe+bh) = > oY (78)
k k<kp k>ki
Im nachsten Schritt wird dann eine zweite Transformation
Ak
Up=exp(—0o. Y oo (b = bi)) (79)

k1 Zk>k2

durchgefihrt u.s.f.. Dabei wahlen wif so, dafRv; = wyg, grof3 verglichen mitA ist, damit z.B. bei einer
stérungstheoretischen Behandlung Nenner der kormA nicht zu klein werden.

Die Auswertung erfolgt &hnlich wie im vorangegangenen Abschnitt. Es gilt
. Ak o Ak
UlaggU{r = cos(i Z w_(bk - b};))am — sin(s Z — (b, — b};))ay (80)

Wk
k>kq k>k1

und wir werten diesen Ausdruck aus, indem wir von den Faktoren, die die bosonischen Operatoren enthalten,
Erwartungswerte bilden (nur beztiglich des Bades). Es gilt

<cos(i > 2—’;(bk - b;))> =R <exp(— > 2—Z(bk - b;)>> (81)

k>kq k>kq

A 1 A2 A A
exp(— 3“5 (b — b)) = exp(—5 D “5)exp(Y “Cbiexp(~ D “cbi) (82)

k>ki k>ky "k >k, K ok Ok

und damit
cos(i 37 (b — b)) ) = exp(—2 3 Ay (83)
W k" PiT5 w?
k>k1 k>k1
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3 Das Spin-Boson-Modell 16

und analog
o A
<sm(z ST by - b,t))> =0 (84)
k> K

Man erhélt also in dieser Naherung

k k<ki k>kq
mit 9 (w)
1 g 1 [ dwd(w
A = Aexp(—§ Z w_,%) = Aexp(—i/w 2 ) (86)
k>k1 !

Die Frequenz; wahlen wirw; = aA mit einem hinreichend grof3en> 1. Diese Prozedur wird nun iteriert,
man erhalt

B 1 [ dw](w), 1 [ dw](w)
Ay = Ay eXP(—§ /W2 2 ) = exp( 5 /aA1 2 ) (87)
und nachn Schritten A
B 1 (972 dwJ(w)
A= ey [ L) (#9)

Auf diese Weise erhélt man eine monoton fallende FolgeAgn> 0, die im Limesn — oo entweder nach
0 oder nachA, > 0 konvergiert. Dabei gilt dann

A = Aexp(—% /aA dw;;(w)) (89)

Je nachdem, was fir ein Bad vorliegt, erhalt man unterschiedliche Resultate.

A isteine Grolie, die experimentell zugénglich ist und die fur das dynamische Verhalten des Systems wichtig
ist. Dagegen isf\ in den meisten Fallen nicht zuganglich und &ijrgibt es nur plausible Annahmen fir die
GroRenordnung. Uber die naherungsweise AbbildungAoauf H,, wird also ein realistisches Modell mit
unbekannten Parametern auf ein effektives Modell mit experimentel zugéanglichen Parametern abgebildet.

3.3.1 Das Ohmsche Bad

Mit
J(w) = 20w0(w, — w) (90)
ergibt sich
Ao = Aexp(—aln(w./(aAx)) = A <QAOO) (91)
We
und damit o
Ay = <%> ) (92)
We

fallsa < 1. Fira > 1 gilt A, = 0. Dieses Resultat ist Es gibt also einen Ubergang: Fiir schwache Kopplung
erhéalt man einen effektiven, renormierten Hamiltonoperator

Aoo 1 «
H ——0; + g (‘)kbkbk + -0, )\k(bk bk) 2 (WC CLAOO) ( )

kw<alAco
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3 Das Spin-Boson-Modell 17

der von der gleichen Form wie der urspringliche Hamiltonoperator ist, aber nur noch eine Energleskala
enthalt. Dieser Hamiltonperator beschreibt ein tunnelndes Teilchen mit einem effektiven Tunnelmatrixelement
A . Im anderen Fall¢ > 1, starke Kopplung) erhalt man

Hoo =" wiblbr — . (94)
k

Dieser Hamiltonoperator hat einen entarteten Grundzustand: 41 ist eine gute Quantenzahl. Das Teilchen
tunnelt nicht mehr, sondern ist in den beiden Zustandes 1 (rechts) oder, = —1 (links) lokalisiert. Zu
bemerken ist, daRR der genaue Wert vgrbei dem der Ubergang passiert, sicher nicht zuverlassig aus dieser
Rechnung zu bestimmen ist. Dieser Wert konnte auch grofRer als 1 .

Der Parameted, der eingefuhrt wurde, spielt fir das qualitative Resultat keine Rolle, er beeinfluf3t lediglich
die GroRRe vorm\ .

3.3.2 Das super-Ohmsche Bad

In diesem Fall ist
J(w) = Kwf(w, — w) (95)
mit s > 1. Damit gilt

K
2(s—1)

K wih >0 (96)

Ao = Aexp(—
v = A exp( 20(s—1)"°

(we™' = (ah)*™")) > Aexp(—

In diesem Fall erhalt man also immer einen effektiven Tunnel-Hamiltonoperator, Lokalisierung tritt nicht auf.
Zumindest fur grol3e. spielt au3erdem der Parameigkeine Rolle.

3.3.3 Das sub-Ohmsche Bad

In diesem Fall ist
J(w) = Kwf(w, — w) (97)

mit s < 1. Damit gilt
K

2(s—1)
In diesem Fall kann man den Limes — oo durchfuhren. Als Bedingung erhalt man dann

Ay = Aexp(— (wsfl — (aAoo)sfl)) (98)

c

Ao = Aexp(— (aAo0)*™ ) (99)

K
2(1—s)
mit der einzigen Losung\., = 0. Danach tritt also immer Lokalisierung auf. Allerdings ist zu bemerken, daf3
in diesem Fall (wie auch im Ohmschen Fall) die Lésung aufgrund der Naherungen eventuell nicht zuverlaRig
ist, so daf3, wenn zusatzliche KopplungeervaJL mitgenommen werden, doch ein Ubergang auftritt und
das Teilchen erst bei groRerefn lokalisiert. Die LosungA,, = 0 ist im Ubrigen die einzige Losung, die
unabhéngig vom ist.
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3 Das Spin-Boson-Modell 18

3.4 FluRgleichungen

Anstelle von schrittweisen untitaren Transformationen kann man eine kontinuierliche unitare Transformation
durchfiihren. Damit ist es moglich, Naherungen besser zu kontrollieren. Anstelle einer Folge (ndherungsweise)
unitar equivalenter Hamiltonoperatoréh, = Uan,lU,I hat man dann eine kontinuierliche Darstellung

H(¢+ dl) = exp(n(¢)dl)H (£) exp(—n(£)dl) (100)
Damit die infinitesimale Transformatiaxp(n(¢)d¢) unitar ist, muf¥(¢) antihermitesch sein,
n(6) = —n(0)! (101)
Dad/ infinitesimal ist, kann man diexp-Funktion entwickeln und erhalt
dH
- —In. H 102
o7 = ] (102)

Man sieht sofort, daf3 eine solche kontinuierliche unitare Transformation eine Verallgemeinerung des Konzepts
der schrittweisen unitaren Tranaformationen aus dem letzten Abschnitt ist. Dazu myf¥/iaur stiickweise
konstant wéahlen.

Die Methode wurde 1994 von Franz Wegner und unabhangig von K. Wilson vorgeschlagen. Sie wurde sehr er-
folgreich auf eine groRe Klasse von Systemen angewandt, einen Uberblick dazu vermitteln die WWW-Seiten

http://www.tphys.uni-heidelberg.de/~statphys/floweq.html am Institut fir Theoreti-

sche Physik der Universitat Heidelberg. Arbeiten zu dissipativen Quantensystemen, in denen diese Methode
angewandt wurde, finden Sie auf meinen WWW-Seitep://www.tphys.uni-heidelberg.de/

~mielke/floweq.html zu diesem Thema.

3.4.1 Bemerkungen zur Methode

Ein groRRer Vorteil dieser Methode ist, dal3 man je nach Zielsetzung unterschiedliche Erzepdénde
Transformation wahlen kann. In vielen Fallen wird man versuchen, den Hamiltonoperator (naherungsweise)
zu diagonalisieren oder zu blockdiagonalisieren. Eine mdgliche und in vielen Fallen sinnvolle Wahthen

den Hamiltonoperator (nahezu) diagonalisiert, ist

n = [Hq, H] (103)

wobei H; der (geeignet gewéahlte) Diagonalteil des Hamiltonoperators ist. Um zu illustrieren, warum diese
Wahl vony sinnvoll ist, fihren wir die Rechnung fir eine reelle, symmetrische Matrix durch. Sei

H = (hn,m)n,mzl ..... N (104)
Hd = (hn,nén,m)n,mzl,...,N (105)
N = (Mm)nm=1,...N (106)
mit

Mnm = (A — hanm) enm (107)

Dann gilt

dhpm

dé = Z(T/n,rhr,m - hn,r"?r,m) (108)
= —(hnm = honmn) P + D> (Ao + hngn = 2 P (109)

r#n,m
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Es gilt
d d
D em =~ > hn 110
20 2 M de 2" (110)
n#m n
= =2 (hnn — Panm)* B bann < 0 (111)

> ntm hfl’m fallt also monoton, so daf fiir— oo die Grofzen
(hn,n - hm,m)hn.,m (112)

verschwinden. Abgesehen von Entartungen,{(cc) = hym,.m(c0)) verschwinden also die Diagonalmatrix-
elementeh,, ,,.

3.4.2 Transformation des Hamiltonoperators
Wir haben oben schon gesehen, dal eine unitare Transformation zusétzlich zu den im Hamiltonoperator schon
vorhandenen Termen noch weitere erzeugt, die wir oben nur im Rahmen einer einfachen Néherung bertick-

sichtigt haben. Insbesondere treten Terme aufggienthalten. Wir machen deshalb fir déabhangigen
Hamiltonoperator zunachst den Ansatz

A i 1 + i i
H= —EJI + zk:wkbkbk + 502 zk:)\k(bk + bk) - §Uyzk:fk(bk - bk) + Eo (113)

Alle Parameter hangen jetzt vdnab. Fur¢ = 0 soll der Hamiltonoperator der urspriingliche sein, es gilt
also insbesonder®, (¢ = 0) = 0 und Ex(¢ = 0) = 0. Wir werden sehen, daf? im Prinzip weitere Terme im
Hamiltonoperator zu berlcksichtigen sind, die wir aber zunachst weglassen. Wahlt man

A
Hy=—F0.+ ;wkbgbk (114)

so erhélt man eine Erzeugende der Form
1 i
n= 50 gnk,zwk — ) + 5o Ekjnk,ywk + b)) (115)

mit reellen Parametem, . Mit dieser Erzeugenden ergibt sich

1

[ H] = 50w Y (kwk = iy D) (0 + b)) (116)
k
2y S — o 3) () (117)
k
3o > e s (et L) by + b)) - (118)
iz < (b — b)) (b = BJ,) ] (119)
50 >+ 060 21+ ) (120)
D g M) (121)
k
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3 Das Spin-Boson-Modell 20

Die beiden Ausdricke in der dritten und vierten Zeile wurden normalgeordnet, daraus ergibt sich der Beitrag
in der flnften Zeile. Der Grund hiefur ist der folgende: Wir werden in einer ersten Naherung die Terme in der

dritten und vierten Zeile vernachlassigen. Durch die Normalordnung ist garantiert, daf3 der Erwartungswert
dieser Terme im Grundzustand verschwindet. Im flinften Termistlie Besetzungszahl fir Bosonen im

Zustandk. FurT = 0 verschindety, fur endlich€l” steht hier die Boseverteilung.

Aus dem Kommutator ergeben sich die folgenden Fluf3gleichungen fiir die Parameter

% = WkMk,z — ANy (122)
% = —WkMk,y + AN,z (123)
% = (kg + Me,E0) (205 + 1) (124)
k
% = —% Z(le,yfk + Mk 2 Ak) (125)
k

Wirde mam = [Hy, H] wahlen, dann lieferten diese FluBgleichungentfits oo verschwindende\, .

Der Nachteil ist aber, daf, erzeugt wird, wahrend dieser Parameter im urspriinglichen Hamiltonoperator

nicht auftritt. Wir kdnnen aber die Freiheit in der Wahl vpnutzen und; so wéhlen, dal}

d€y
— =0 126
T (126)
Damit gilt
A
Ny = —— Mk, (127)
Wk
und A2
i, A o S 128
i o (128)
Mit A
WE —
z = A 129
Moz = Wk A kJx (129)
wobei f;. > 0 gelten soll, erhalt man
d\
d_ﬁk = —(wk — A’ frdr <0 (130)

so daf die\; monoton fallen und zumindest fi, # A(¢ = oo) im Limes?¢ — oo verschwinden. Fur die
weiteren FluRgleichugen erhalt man mit dieser Wahlyon

§ =0 (131)
W = —A Zk: g A(an + 1)fk/\k; (132)
a2 Zk:“kwk L (133)
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3.4.3 Losung der Gleichungen

Wie oben setzen wir

J(w,0) = M\pb(w — wy) (134)
k

und f, = 1. Damit gilt ,
J(w,0) = J(w, 0) exp <—2 / (w— A(E’))2d£’> (135)

0

und

%% = - /U ~ dwd (w,0) coth(ﬁw/Z)Z ;i (136)
X exp (—2 / Z(w — A(é’))2d€’> (137)

0

Diese Gleichung kann zum einen numerisch geltst werden (ighedm anderen kann man aber auch sehr
gut analytische Naherungsresultate erhalten.

Untersuchen wir zunachst die Asymptotik der Gleichungen. Ich setze dazu

A() = % /0 Ny (138)

und werte das Integral Gberin der Sattelpunktsnaherung aus. Das Maximum des Integranden bestimmt man

aus
- 1 1 J (w,0) 2

—4(w — A - —
@ o+ w—A w—-A  Jw,0) sinh(fw)
Die ersten beiden Terme sind die wesentlichen, die anderen liefern nur kleine Korrekturen. Aus den ersten
beiden Termen erhalt man

=0 (139)

Wm

_A+A \/(A—A)2 1
==+ T (140)

und als Naherung flur grol¥e

1 dA / 2 wm — A ¢ N2 1

Es liegt nahe, fiur das asymptotische Verhalten einen Ansatz

C

A=Ay + 7a (142)
zu machen. Wir machen folgende Fallunterscheidung:
1> a > 3 Indiesem Fall gilt
~ ca 1 1
—A= a7 O(Z) (143)
A-A \/ (A-—A2 1
= A — = 144
W + 5 + 1 + i (144)
~ 1
= A+ O(Z) (145)
c 1
= Ay T (146)
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/ é(w A2~ Cy — ca’ (=2 (147)
o T (1-a)2(1 - 20)
wobei -
C = / (wm — A)2dl (148)
0

Damit findet man 1 dA

o= —2a

NPT oc ¥ (149)

im Widerspruch zu der Annahme. Die rechte Seite féllt zu langsam ab. Ein entsprechendes Resultat
erhalt man fiir einen noch schnelleren Abfall vin— A ..

a < %: Die Beziehungen fiA — A undw,, gelten weiterhin, aber

/e(w AV~ a? 1—2a (150)
o m ~ (1 — CL)2 1— 2@)
Damit erhalt man A 9 9
1d 2ca
1 €72a . 6172(1 151
N ek A A T L .

was wiederum im Widerspruch zur Annahme steht, dieses Mal fallt die rechte Seite zu schnell ab.

a =1 Jetztgilt

— c 1
A—A=—+0(- 152
7i () (152)
_ A-A (A—-A)2 1
Wm = A+ 5 +\/4+4€ (153)
= A+ O(%) (154)
2c
= Ay + — 155
7i (155)
Y
/ (W — AV ~ C1(lo) + En(E/6y) (156)
0
und damit 1 dA
- u= —1-2¢2
N7 oc ¥ (157)
Das ist konsistent mit der Annahme falls )
Als einzige konsistente Losung erhalten wir also
A=Ay + 1 (159)
=Dt 5o

Eine Erweiterung des Ansatzes zeigt, dal3 zu diesem Verhalten noch logarithmische Korrekturen hinzukom-
men kdnnen. Diese Asymptotik gilt natdrlich nur dann, wéng > 0.
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Eine einfache, selbstkonsistente Gleichung zur Bestimmung\grerhalt man, wenn man in der Flu3glei-

chung

148
A dl

0o - A
- _/0 dwJ(w,0) coth(ﬁw/2)5+A

X exp (-2 /O K(w — A(ﬁ’))2d€’>

auf der rechten Seit& durchA, ersetzt und die Integration Gbéausfihrt. Man erhalt dann

As 1 (> J(w,0)coth(Bw/2) K [* = w®coth(fw/2)

In

w? — AZ 2

wobei das Integral auf der rechten Seite als Hauptwert zu interpretieren ist.

s = 1: Fir das Ohmsche Bad udd= 0 findet man mitk’ = 2«

p A ) e - AL
A(0) 2 A2,
und damit firw, > A .
As = A(0) (—A(O)> o
We

(160)

(161)

(162)

(163)

(164)

Fur endliche Temperaturen kann man die Gleichung entweder numerisch l6sen, oder man verwendet
fur eine einfache analytische Abschatzungh(z) ~ 1/x fir x < 1, coth(z) ~ 1 fir x > 1. Damit

erhalt man einen Ubergang bei endlicHEnbei demA ., verschwindet 4]. Dieser Ubergang ist ein
Ubergang zwischen koharentem Tunneln bei tiefen Temperaturen zu einem inkoharenten Verhalten bei

héheren Temperaturen,

s > 1: In diesem Fall erhalt man fiF = 0 das schon bekannte Resultat

1wt
AOO = A(O) exXp (—m K5_1>

(165)

s < 1: Wir beschranken uns alif = 0. Da das Integral nicht UV-divergent ist, kann man den Limgs~ co

bilden und erhalt

AOO T Aoo s—1 1
S35 i)

Diese Gleichung liefert fir

4tan(in(1 - s)) V=D
Bo> K ( 671'?1 —5) )

eine Lésung mit

dtan(in(1 - )\ 7Y
(1l —s)

AOO>K<

(166)

(167)

(168)

Im Gegensatz zur adiabatischen Renormierung liefern die FluRgleichungen also einen Ubergang, der

aber nicht wie im Ohmschen Fall kontinuierlich sondern diskontinuierlich ist.
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3.4.4 Transformation der Observablen

Wir haben eine unitare Transformation des Hamiltonoperators durchgefiihrt. Wenn wir Erwartungswerte von
Observablen bestimmen wollen, missen wir die Observablen der gleichen unitdren Transformation unterwer-
fen. Wie hierzu vorzugehen ist, wird in diesem Abschnitt erlautert.

dO'Z(f)
dl
Diese Differentialgleichung kann, ebenso wie die fir den Hamiltonoperator, nicht explizit gelést werden. Wir
machen deshalb den folgenden AnsatzAii)

=), 0:(0)], 0.(=0)=0.. (169)

02(0) = h(l)o- + 02 > xk(£) (b + bf) (170)
k
Damit erhalt man
.02(0)] = —0ah> ney (b + b)) (171)
k
2oy > meexu (b — ), (ws + 5L)] (172)
kK’
+02 > My (b + B) (b + B (173)
kK’
= —o.h Z Ny (br + b};) (174)
k
Froy S mexe [0k — b)), (b + )]s (175)
kK’
+02 Y e ¢ (b + ) (b + b,) - (176)
kK’
+02 Y ke xk(2nk + 1) (177)

k

Wir vernachlassigen die normalgeordneten héheren Terme in der 5. und 6. Zeile. Damit erhalt man die fol-

genden Differentialgleichungen
dh
= > Myxn(2np + 1) (178)
k

Xk
dr
mit den Anfangsbedingungér(0) = 1, xx(0) = 0. Hat man die Gleichungen geldst, so erhalt man

= —kah (179)

02(00) = h(00) s + 0 Y xi(00) (bi + b}) (180)
k

Ohne die Gleichungen explizit zu I6sen, sieht man, daf? die Grolie

h(O?+> @2+ i =1 (181)
k
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eine Erhaltungsgrofie ist. Die rechte Seite ergibt sictY fér 0. Diese ErhaltungsgréRe hat eine einfache
Bedeutung. Berechnet man (¢)?, so sieht man, dal? dieser Operator nicht wie es sein sollte gleich 1 ist.
Bildet man aber den Erwartungswert, so erhalt man

(o(0) =h(0)* +> (20 + 1)xi =1 (182)
k

Zumindest der Erwartungswert liefert als das richtige Resultat. Die Interpretation dieses Resultats ist einfach:
Wir haben Terme vernachléssigt, die normalgeordnet sind, deren Erwartungswert also verschwindet. Daher
sollten die Resultate bei niedrigen Energien gut sein, also in der Ndhe des Grundzustands.

In der Heisenbergdarstellung gilt
0.(00,t) = exp(iH (o)) z< ) exp(—iH (co)t) (183)
= h(o0)exp(iA(co)t)o, + oy Z Xk (00) (by, exp(—iwgt) + b; exp(iwgt)) (184)

Berechnet man die Korrelationsfunktion

C(t) = ([o=(00,1), 02(00,0)]4) (185)
so erhalt man -
() = / dt cos(wt) O(w) (186)
0
mit
C(w) = h(c0)?8(w — )+ Z Y (00)2 (20, + 1)8(w — wy) (187)
Aufgrund der Erhaltungsgrofie gilt
/dwC(w) =1 (188)
Setzt mam,,, in die FluBgleichungen ein, so erhalt man
dh wp — A Pwy;
o = A Z Mo Xk T A coth = (189)
dxe - A
o = Ah)\k k+A (190)

Wir beschranken uns in der folgenden Diskussion auf deniFall0. Mit

~ w — el
flw f) = A= - i exp (—/0 dl" (w — A)2> (191)
gilt
¢ N
W) = M(0) [ de'h e, ) (192)
0
Damit findet man . )
Cw) = h(00)?6(w — Aso) + J(w,0) ( / dlh(0) f(w,£)> (193)
0

Nehmen wir an, daR ., > 0. Dann ist das Integral in der Klammer fidrin der Nahe vom\,, proportional
zu (w — Aoo) ™! und wir erhalten einen Widerspruch zu der Summenregel. Alsomiz—,_... 0 gelten.
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Damit erhalt man sofort, daR das Verhalten vofw)fir kleinew durchC(w) « J(w,0) x w® gegeben ist.
Damit erhalt man

C(t) ot 1 (194)
fur lange Zeitent. Dieses Resultat ist exald][

Wenn dageger\ (¢) —/_. 0 (also im Ohmschen oder im sub-Ohmschen Fall fiir jeweils hinreichend starke
Kopplung), dann wird die rechte Seite in der Differentialgleichung/fiachneller abfallen und man erhalt
einen endlichen Wert fiii(co) [4].

Zusammenfassend liefern die FluRgleichungen als bei niedrigen Energien (entspricht langen Zeiten) das kor-
rekte Ergebnis.

Wir betrachten jetzt die Losung der Gleichungen bei mittleren Frequenzen. Dazu ist zun&chst folgendes zu
beachtenA(?) fallt als Funktion vor¢ sehr schnell auf Werte: A, ab, wahrend sich(¢) nur sehr langsam
verandert. Ersetzt man deshalb zunachst als sehr einfache Naherung in dem Ausdfiiekfjidie GroRe

A(?) durchA undh(¢) in dem Integral in dem Ausdruck fi@(w) durch 1, dann erhélt man

A2

Cw) = J(w,O)m

(195)

und damit eine Divergenz bei = A.. Dadurch, daff\ von ¢ abhangt, wird diese Divergenz verschmiert

und man erhalt ein Maximum i6i(w)beiw = A.,. Andererseits tritt aber folgendes Problem aft(fv, £)

ist negativ flr kleinev und positiv fir groBev. Diese Eigenschaft gilt auch fig,. Deshalb wirdC(w) als

Funktion vonw eine Nullstelle in der Nahe voi,, haben. Diese Nullstelle ist die Konsequenz von der
Naherung, die wir gemacht haben, als wir die FluRgleichungen fimd y; hergeleitet haben. Sie ist nicht
physikalisch! Wenn wir also gute Ergebnisse fiur die Korrelationsfunktion bei mittleren Frequenzen haben
wollen, missen wir die Naherung an dieser Stelle verbessern. Das ist tatsachlich nj@lichrfordert aber

einen groRen zusatzlichen Rechenaufwand und wiirde den Rahmen der Vorlesung sprengen. Ich skiziere daher
hier nur kurz die Vorgehensweise und stelle dann die Resultate vor.

Die Grundidee der Rechnung ist, daf3 sich ein Zwei-Niveau-System von einem harmonischen Oszillator nur
durch die héheren Energieniveaus unterscheidet und das physikalische Verhalten dieser beiden Systeme bei
sehr tiefen Temperaturen und nicht zu starker Kopplung an die Umgebung ahnlich sein sollte. Der dissipati-
ve harmonische Oszillator laf3t sich mit Hilfe von FluRgleichungen exakt I6sen (nattrlich auch mit anderen
Methoden). Wir modifizieren deshaipso, dal3 es die gleiche Form wie fir den dissipativen harmonischen
Oszillator hat. Zu der vorherigen Form vagrwird deshalb ein Term der Form

> g (b + ) (bg + b)) - (196)
k,q

addiert. Die Koeffizientem, , werden so gewabhlt, da3 normalgeordnete, quadratische Terme in den bosoni-
schen Operatoren nicht i (¢) auftreten. Fur die FluBgleichungen fix(¢) und J(w, ¢) fuhrt das zu einer
kleinen Anderung, in den Gleichungen fiiund y,, taucht in der Gleichung fiiy, ein weiterer Term auf.

aa w—A P
= = —A/dw J(w,0) ~= 3 coth -, (197)
@ng’f) - _z(w_AfJ(w,é)+2Atanh%J<w,€) (198)
yWIW) (fw—A W —A
X/dw 2 \otA TiA (199
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dh W — A ﬂwk

— = A th 200
i ;)\kawk—i-ACO 5 (200)
dxk wr — A BA
— = A A h— 201
20 h)\ka+A + A)g tan 5 (201)

XgAqwWq (W —A  wg—A
2 <wk+A+wq+A)'
Diese Gleichungen I6st man wie folgt: Das asymtotische Verhalten der Gleichungen ist exakt bekannt, es
ergibt sich aus der Analogie zum dissipativen harmonischen Oszillator. Man kann diese Gleichungen also
fur kleine ¢ numerisch l6sen und fur groRefalie Asymptotik verwenden. Dieses Verfahren liefert sehr gut
Resultate flrC'(w) fur das super Ohmsche Basl & 1), die Fehler liegen unter 1%. Fur das Ohmsche Bad
erhalt man nur fir schwache Kopplung gute Resultate. Die folgenden Diagramme zeigen typische Ergebnisse.
Sie stammen aus$].

Fig. 4 zeigt Resultate fuf’'(w) und S(w) = C(w)/J(w) fur das Ohmsche Bad mit = 0.1, w. = 10A,.
Zum Vergleich wird eine andere Naherung (NIBA, wird héufig verwendet und soll gemeinhin gute Resultate
liefern, versagt aber bei niedrigen Frequenzen) gezeigt.

Fig. 5 zeigt die Unabhéngigkeit der Resultate ugnwiederum fir das Ohmsche Bad mit= 0.1.
Fig. 6 zeigt Resultate fir ein super-Ohmsches Badsmit2, K = 5A¢ undw, = 10Ag.

4 Das Kondoproblem

Wenn man eine geringe Konzentration von magnetischen Storstellen (z.B. Ubergangsmetallionen) in einem
Metall hat, ergeben sich eine Reihe anomaler Eigenschaften. Zum Beispiel zeigt die Leitfahigkeit ein cha-
rakteristisches Minimum bei einer speziellen Temperdir Kondo hat als erster eine Erklarung fir dieses
Problem geliefert, daher hat sich die Bezeichnung Kondoproblem eingebiirgert. Einen sehr guten Uberblick
Uber die Physik des Kondoproblems liefef}. |

4.1 Das Anderson-Modell

Es gibt zwei Standardmodelle zur Beschreibung des Verhaltens einer magnetischen Storstelle in einem Fest-
korper. Die erste Mdglichkeit besteht darin, ein einfaches, rein elektronisches Modell zu verwenden. Der
Hamiltonoperator lautet dann
H=Hg+ Hp+ Hgp
mit 7
Hs=¢q Y dbdm + o) > dldldpd,
m

m#m/

HB: E chzockg
k,o

Hsp =Y [Vimdicre + hc]

k,m,o

Das Bad besteht in diesem Modell aus Leitungselektronen. Die Wechselwirkung der Leitungselektronen wird
vernachlassigt bzw. auf Hartree-Fock-Niveau in den Einteilchenenesgieeriicksichtigt.
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Copyright (©1999-2001 Andreas Mielke




4 Das Kondoproblem

29

S(w) / S(0)

oo/Ar

Figure5
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—— Flow equations
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Figure 6
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Das System besteht aus einer Storstelle, die ein entartetes Energieniveathalt. Je nach physikalischer
Situation kannn Spin- und Orbitalindices enthalten. Die rAumliche Ausdehnung der Stérstelle ist klein, des-
halb muf3 die CoulombabstoRung von Elektronen auf der Stérstelle berlicksichtigt werden. Deshalb ist ein
Wechselwirkungsterm in dem Modell enthalten.

Die Kopplung des Systems an das Bad geschieht durch eine Hybridisierung der Badzustande mit den Zustéan-
den auf der Stérstelle.

Das Modell kann etwas vereinfacht werden, ohne dal wesentliche physikalische Effekte verlorengehen. Wir
nehmen im folgenden an, daf3

1. die Indicesk eindimensional sind,

2. der Indexm ein Spinindex ist, den wir wie Ublich mit notieren,

3. Vi, nicht vono abhangen, d.f, , = V.
Um die Physik des Modells zu verstehen, nehmen wir zunéchst aredafierhalb der Fermienergie liegt

undU grof ist. Man hat also im Mittel ein Elektron auf der Stérstelle. Wir betrachten zunéchst den Fall ohne
Hybridisierung und nehmen an, es gabe nur einen Bandzustand. Dann sind folgende Situationen denkbar:

1. Der Bandzustand ist nicht oder doppelt besetzt, die Storstelle ist einfach besetzt. Der Zustand bildet ein
Dublett.
2. Der Bandzustand und die Storstelle sind einfach besetzt und bilden ein Singulett.

3. Der Bandzustand und die Storstelle sind einfach besetzt und bilden ein Triplett.
Wenn man die Hybridisierung einschaltet, gibt es in diesen Féllen die folgenden Szenarien:

1. Bei dem doppelt besetzten Bandzustand kann ein Elektron von dem Bandzustand auf die Stérstelle und
wieder zuriick springen. Der Zwischenzustand hat eine s U hohere Energie, es ergibt sich also
eine Energieverschiebung von der GréRenordridhg e, + U), die fiir beide Dublett-zustande gleich
ist. FUr den leeren Bandzustand erhalt man keine Energieverschiebung.

2. Im Fall des Singuletts kommt es ebenfalls zu einer Energieabsenkung, und zwar von der GréRenordnung
V2 /eq.

3. Das Triplett &ndert seine Energie nicht.

Mit Hybridisierung wird es also zu einer Singulett-Bildung im Grundzustand kommen.

Mit diesen Uberlegungen im Hinterkopf machen wir fiir den Grundzustand des Modells den Ansatz

Y= a+za(k‘)d30k0— Yo
k,o

wobei )y der gefullte Fermisee ist. Die Parameteund a(k) werden so bestimmt, daf3 die Grundzustands-
energie

E = ($|H[y)
minimal ist, wobei die Nebenbedingung

(Yly) =1
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erflillt sein muf3. Die Nebenbedingung lautet
o 42 Z a(k)? =
und fur die Energie erhalten wir k
E=Ey+2 Y  (ea—e(k)a(k) +4a>  apVi
kiep<ep k
Wir bilden L = E — A(a* + 237, a(k)* — 1) und berechnefiz = 0, £& = 0. Das liefert

20\ + 4Zaka -0
k

—A a +4(eqg — ex)ag + 4aVy, =0

Die zweite Gleichung liefert
Osz

o = ————
A—€q+ €

und eingesetzt in die erste Gleichung

—2)\a—4az)\_6d+€k =0

Eine nicht triviale Losungd # 0) erhalt man fur

_22)\—ed—l—ek

Mit A\ = ¢4 + € gilt

E=Fy+ €4+ €
Die physikalische Bedeutung vanist also die einer Energieabsenkung durch die Singulettbildung. Nimmt
man an, daly;?p(ex) in der Nahe der Fermikante konstant ist, wopgi) die Zustandsdichte ist, dann findet
man

0 /
de
= —eq+2V?%p(0
¢ “d p()/_D€+€/

D
~ —eq+2V2p(0)In i
€
Wir haben dabei die Fermienergie = 0 gesetzt und eine untere Integrationsgrenze (z.B. die untere Band-
kante oder eine andere effektive untere Grenzé) eingefiihrt. Fir betragsmafiig kleine, negatviindet
man

_ |€d]
=-D eXP(—W)

Man erkennt deutlich den nicht-stérungstheoretischen Charakter dieser Energieskala.

4.2 Das Kondomodell

In typischen Situationen ist die Wechselwirkubigauf der Storstelle im Andersonmodell grof3 und die Stor-
stellenenergie, liegt deutlich unter der Ferminenergie. Die Storstelle ist also einfach besetzt. Von dieser
Vorstellung sind wir auch bei der oben durchgefuhrten Variationsrechnung ausgegangen. In dieser Situation
kann man versuchen, eine unitéare Transformation durchzufthren, die diejenigen Terme im Hamiltonoperator
eliminiert, die die Anzahl der Elektronen auf der Storstelle verandern.

Man kann eine solche Transformation in einem Schritt durchfuh8konder mittels einer kontinuierlichen
Transformation 9].
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4.2.1 Schrieffer-Wolff Transformation

Ausgangspunkt ist der Hamiltonoperator

H=eg Y did, +Udldldidy +> exc] cro + D [Vidfcro +huc]
o k,o k,o

Der Term, der die Anzahl der Elektronen auf der Storstelle andert, ist der Hybridisierungsterm. Wir fiihren
eine Transformation

Hopp = exp(S)H exp(—S) = H + [S, H] + %[S, [S,H]]+...

durch, wobeiS so gewahlt werden soll, dal in erster Ordnundyjirkeine Beitrage auftreten, die die Anzahl
der Elektronen auf der Storstelle &ndern. Das bedeutet, dalR

S,Hs + Hpg| = —Hgsp

gelten muf3 und man
1
Heff = H5+HB =+ §[S,HSB] 4+ ...

erhalt. FUrS erhalt man

U 1
S = V d' d_gcl dy + ———c| d, ) —h.c.
; ’ <(€d_€k)(€d—€k+U) ~otoChote T & —ca b ‘

H. s erhalt dann folgende Beitrage:

1. eine etwas verschobene Energjaind eine etwas verschobene Wechselwirking

i T
2. einen Streuterm vom Typ . ., vk ¢, ,Cq,0

3. eine Dichte-Dichte-Wechselwirkung,, , Vi) (3, ¢l ,cq.0) (2, dbdo)

4. eine Spin-Spin-Wechselwirkung
23" VP8, S,
k,q
mit
§k7q = Z CL,U(E)U,TC%T

R 1 .
Sa=3 > dl(3)erd-
o, T
Dabei istg der Vektor der Paulimatrizen.

Die beiden Terme unter 1. kénnen leicht briicksichtigt werden. Der Term unter 2. fihrt zu Verschiebung der
Einteilchenenergien und zu einer Veranderung der Blochzustande im Band, die haufig vernachlassigt wird. Im
Term unter 3. isf dld, = 1 (ein Elektron auf der Stérstelle), dieser Term spielt die gleiche Rolle wie 2.
Physikalisch wichtig ist der Term unter 4. Er stellt eine antiferromagnetische Wechselwirkung zwischen dem
Elektronenspin auf der Stdrstelle und dem Spin der Bandelektronen dar. Fir den Koeffizienten erhalt man

@2 1 1 1 >
V> = =-ViV,U +
k, 9 ka ((ed—ﬁk)(ed—ek—i—U) (€q —€q)(€qa —€q +U)
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Liegen beide Impulse direkt an der Fermikante, dann erhélt man
®) ViU

ke — eq(eq + U)
Entfernt man sich von der Fermikante, dann erhélt man die fur stérungstheoretische Rechnungen charakteri-
stischen Divergenzen. Sehr haufig nimmt man als Approximation eine Konstante Wechsele;fl%ﬁmg\,

der effektive Hamiltonoperator lautet dann bis auf eine Konstante
Hepp = Zekc};gcka — J3(0)S,
k,o

wobeis(0) der Spin der Band-Elektronen am Ort der Storstelle ist.

4.2.2 FluBRgleichungen

Der zweite Ansatz verwendet die Methode der Flu3gleichungen, die wir oben schon kennengelernt haben.
Anstelle einer Transformatioexp(S), die stdrungstheoretisch ausgewertet wird, verwendet man eine konti-
nuierliche Transfomation mit einer Erzeugendgf®]. Die sich daraus ergebende Hamiltonoperator hat die
gleiche Struktur wie der efektive Hamiltonoperator von oben, aber mit etwas anderen Koefﬂzﬁéﬁteﬁur

den symetrischen Fa#l; = —U/2 und furk = kp zeigt die Abbildung (Fig. 3 aus9]) die wesentllchen
Unterschiede:

1. Es tritt keine Divergenz auf.

2. An Stelle der urspriinglichen Wechselwirkubigtritt die renormierte Wechselwirkung®. In der Ab-
bildung wurde in dem Schrieffer-Wolff-Resultat aug eingesetzt.

3. Fir grofe, gehtvk(gq nicht gegen eine Konstante, sondern gegen 0. Es gibt eine effektive Bandkante
von der Ordnung/®.

4.3 Loésungsmethoden

Wir haben schon einen Variationsansatz kennengelernt, mit dem man unter bestimmten Bedingungen eine gute
Approximation fir den Grundzustand des Andersonmodells finden kann. Einen &hnlichen Ansatz kann man
auch fur das Kondomodell machen. Diese Variationsansatze liefern einen ersten Hinweise auf die Struktur
der Losung des Problems, sind aber fir detaillierte Analysen nicht geeignet. Folgende Methoden kdénnen
erfolgreich verwendet werden (das gilt fur beide Modelle):

1. Die numerische Renormierung().

2. Bethe-Ansatz LosundLfl].

In beiden Féllen geht man in der Regel von einer konstanten Hybridisi&fumgd einer konstanten Zustands-
dichte aus. Die Bethe-Ansatz Losung laf3t sich nur in diesem Fall verwenden, streng genommen sogar nur im
LimesD — oo. Ein wesentliches Resultat beider Zugange ist ein préaziser Ausdruck fur die Kondotemperatur

2
Tx = =Degyexp(~®(2p(er)Vie),)
mit L1
—In |z| + O(z)
l] ~ 2

Fur die effektive Bandbreit®, ;; erhalt man einen Wert in der GréRenordnui/2, in Ubereinstimmung
mit den FluRgleichungen.

O(z) =
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V|£2)q FERROMAGNETIC
F

Flow equations

@ —._ 2,1 R
VkaF 4VkF(O) /U
Schrieffer-Wolff —»

ANTIFERROMAGNETIC

Die
effektive Spin-Spin Wechselwirkung.

Copyright (©1999-2001 Andreas Mielke




5 Kompliziertere dissipative Quantensysteme 36

5 Kompliziertere dissipative Quantensysteme

5.1 Gekoppelte Tunnelsysteme

In einem Festkorper mit einer endlichen Dichte von Stdrstellen kommt es im Vergleich zu einer Storstelle zu

neuen Effekten. Zur Beschreibung dieser Effekte verwenden wir wie oben fiir eine Stérstelle (Abschnitt 3) ein

stark vereinfachtes Modell. Jede Storstelle wird als Tunnelsystem modeliert, wobei nur die beiden niedrigsten
Zustande bertcksichtigt werden. Damit erhalt man den folgenden Hamiltonoperator

H=- Z %Ux,i + Zwkblbk + % Z 0 (Aibe + NebL) + Fo + % Z Ji,j0 2,02, (202)
k ki i#j

Die Wechselwirkung/; ; verschwindet anfanglich und wird durch die Elimination der Kopplung an die Bo-
sonen erzeugt. Der Indéxiummeriert die Storstellen durch, jede Storstelle koppelt an die bosonischen Frei-
heitsgrade (e.g. Phononen). Im Unterschied zu dem einfachen Zwei-Niveau-System muissen wir jetzt kom-
plexe ) ; zulassen. Typischerweise wird die Phase vom Ort der Storstelle abhéngep(+:kR;)). Diese
Abhangigkeit kann auch nicht mehr durch eine Eichtransformation eliminiert werden. Nach den Erfahrungen
fur ein Zwei-Niveau-System behandeln wir diesen Hamiltonoperator mit Flu3gleichungen. Die Erzeugende
ist

%

1 . i .
=5 D 0nilibe = 1k 2DE) + 5 D 0yi(kigbe +07,0)) (203)
ki %

mit komplexen Parametery, ; /. Mit dieser Erzeugenden ergibt sich

1 * *
. H] = 5D om0k = Mg Di)0 + (s 20k = 1l 5, 1)0]) (204)
ki
Z’ * *
t35 > oy i (i wr = M D0)bk — (5 y0n — Uk,i,zAi)b]D (205)
ki
+Terme o o, ;b5 b)) (206)
+Terme o« 0,0 ;b\’ (207)
]' *
=50 D R0 i M) (2 +1) (208)
k
1
3 > R(kyi =) (209)
k
1 * *
~2 Z 02,002, RN iy Mg+ Mgy i) (210)
i#]

Die FluRgleichungen, die sich damit ergeben, sind analog zu einem Zwei-Niveau-System

dA;

a zk: R iMk,i) (201 + 1)
Ay i
0 = MWk T My
dJij' 1 . )
dgj — § Z %(nk’i”z)\k‘,j —|— T’kvjvz)\k;7i)
k
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Analog zu friher wahlen wir
wp — A

= AR Ty
Nk iy lwk‘i‘Az’ k
w — A
L= W
Nki,z kwk+Ai k

Ferner nehmen wir der Einfachheit halber an, dal’

1. A;(0) = Ap unabhéngig von
2. |Ak,i(0)| = A, unabhéngig von.

Damit istA; von : unabhéngig und man erhalt fik; und fur |\ ;| die selben Gleichungen wie vorher. Neu
ist lediglich die Wechselwirkung; ;, in die auch die Phase dey, ; eingeht. Diese Phase ist aber niéht
abhangig. Setzt man in der Gleichung {jy; die Ausdricke fiir und A ein und ersetzt man anschlieRedd
durchA,., dann lassen sich die Integrale berechnen und man erhélt

Wi
Jl}j}oo = Z ‘)\k|2 AQ COS(k(Ri - RJ))
k

Fur Phononen igt\|? oc w o< |k| und man erhalt fur groRe Distanzé); o « |R; — R;|~3.

Fur¢ — oo erhalt man damit in erster Naherung den effektiven Hamiltonoperator von der Form

Heff - __ZAOO i0zi+ 5 ZJ,] 0002,i02z,j (211)
#J

Da die Storstellen zudem unregelmaBig im Kristall verteilt sind, erhalt man Koppluhgedie in bestimm-
ten Grenzen statistisch verteilt sind.

Eine ausfihrliche Darstellung der Physik dieser Systeme (beschreiben @afhfinden Sie in 12]. Ich
gehe im folgenden auf einige Aspekte etwas ein.

5.2 Geringe Storstellendichte

Zunachst betrachten wir den Grenzfall einer geringen Stdrstellendichte. In diesem Fall ZRifalih einen

Teil nicht wechselwirkender Storstellen und einen Teil von Stdrstellen, die dichter beieinander liegen und fur
die die Wechselwirkung berlcksichtigt werden kann. Bei hinreichend niedriger Dichte geniigt es, Paare von
wechselwirkenden Zweiniveausytemen zu betrachten. Man hat also

1 1
Heff:—§ ZAooﬂjo-x,i_g Z OOZO-$2+ Z JJUZ1UZ,]
i€k 1€k, (J)EE2

Dabei istE;die Menge der isolierten Zweiniveausystermig,die Menge der Paare von Zweiniveausystemen.
Da man je zwei Vertices auk; immer zu einem Paar zusammenfassen kann, fir das die Wechselwirkung
verschwindet, kann man den Hamiltonoperator in der Form

Hepp= Y Huy)

(i,5)€E2

1
Hij) = = 580000, = 58000, + Jij02,i02
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schreiben. Der Unterschied zR1(1) besteht darin, dal3 der Hamiltonoperator nun in disjunkte Paare zerfallt
und wir nur noch den Hamiltonoperator fur ein Paar I6sen missen. Wir betrachten im folgenden den einfachen
Fall, wo alleA ; gleich sind und bezeichnen diesen Parametermitur ein Paar isf{ ein4 x 4-Matrix

von der Form
-J 0 -A -A

1 0o —-J -A -A

=31 -a -a 7 o0
-A —-A 0 J
Die orthogonale Transformation
-110 0
U 1 1 1.0 0
V2 001 1
001 —1
fuhrt auf
-J 0 0 0
- 0 —-J —-2A 0
B=1"09 —an 7 o
0 0 0o J

mit dem Spektrum

1
S VAR 4A2,%J}

Aus der Darstellung? kann manexp(—ﬁﬁ) berechnen und schlieRlich auf die urspriingliche Basis zuriick-
transformieren. Als Ergebnis erhalt man

P(ij) =1+ we(0wi + 0a,) + Z w0000

a=x,y,z
mit
Wy = — A (tanh(Bn—/2) + tanh(6n4/2))
T 77++77— n- T+
wl? = tanh(Gn_/2)tanh(Br/2)
2 _ U o+
w = tanh 2 tanh(B8n_/2
Y o (Bn+/2) o (Bn-/2)
2 _ M+ . —
wy’ = tanh(0Gny/2 tanh(08n_ /2
S b /2) — e tanh(Bn- /2)
wobei

1, 7"
nj::g( J2+4A2:‘:J)

Mit dieser Darstellung vorm lassen sich thermodynamische Erwartungswerte berechnen. Fir die Energie
erhalt man . )
E = —gny tanh(f1+/2) — on- tanh(fn-/2) (212)

Das ist die Energie fur ein Paar. Betrachtet man alle Paare, dann missen wir Uber alle Paare summieren. Dazu
mussen wir die Verteilung der Kopplungehkennen. Nimmt man an, dal3 die Storstellen homogen verteilt
sind, dafl3 es aber einen maximalen Abstand fir zwei Stérstellen gibt, die zu einem Paar gehdren, dann erhalt
man als Verteilungsfunktion fur

I ..
P(J) = 5 furl, <7
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Abbildung 4.3 aus]2]. Gezeigt sind experimentelle Ergebnisse flr die spezifische Warme und die zugehori-
gen Theoriekurven.

Aus dieser Verteilung flw erhalt man eine Verteilung der Eigenenergien und gii#) einen Ausdruck fir die
Energiedichte. Leitet man nach der Temperatur ab, so erhalt man den Beitrag der Stdrstellen zur spezifischen
Warme. Diese kann mit Experimenten verglichen werden, wenn man von den experimentellen Daten die
spezifische Warme des Wirtskristalls subtrahiert. Die Ubereinstimmung ist fur niedrige Konzentrationen in
der Tat recht gut, fir héhere Konzentrationen ergeben sich Abweichungen (Figs. 4.3 undlZ]} in [

5.3 Hohere Storstellendichte

Fur héhere Storstellendichte ist das obige Paarmodell unzureichend und man muf3 direkt mit dem Hamilton-
operator 211) rechnen. Ich verweise hier autd] fir Naherungsverfahren, die in diesem Fall Anwendung
finden, und Resultate.
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Abbildung 4.4 aus12].
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6 Das Polaron

6.1 Einfuhrung

Das Polaronproblem ist eines der klassischen Probleme der Festkdrperphysik. Die physikalische Fragestellung
betrifft die Bewegung von Elektronen in polaren Gittern, z.B. in lonenkristallen. Durch die Anwesenheit des
Elektrons wird der Kristall polarisiert. Bewegt sich das Elektron durch den Kristall, dann schleppt es die
Polarisationswolke mit sich. Das Elektron kann zusammen mit seiner Polarisationswolke als Quasiteilchen
beschrieben werden, das man Polaron nennt. Zuerst wurde dieses Problem von Frohlich unigstioht [

eine Einfuhrung verweise ich aut4.

Der Hamiltonoperator fur dieses Problem hat die Form

2
=2 f : . ,
=gyt Zk: by.br: + Zk:(/\kbk exp(ikr) + Aibl exp(—ikr))

Dabei istp der Impuls des Elektrom,sein Ortsoperator. Die Phononen sind in diesem Modell optische Phono-
nen, wir verwenden der Einfachheit halber ein Einsteinmodell, bei dem alle Phononeneneagtgash sind.

Im Ubrigen hat der Hamiltonoperator die typische Struktur eines dissipativen Quantensystems. Das System ist
dreidimensionalp, r, undk sind also dreidimensionale Grofzen. Im Vergleich zu den bisherigen Rechnungen
sind aber zwei Aspekte unterschiedlich:

1. Das Quantensystem hat ein kontinuierliches Spektrum.
2. Das Bad ist entartet.
Das Modell 14t sich fir schwache Kopplung stérungstheoretisch behandeln. Stérungstheorie versagt aber

relativ schnell und man bendtigt andere Zugéange. Speziell fir starke Kopplung ergeben sich interessante
Resultate, die Gegenstand aktueller Forschung sind.

6.2 Stdrungstheorie

Wir gehen auf die Stérungstheorie nur ein, um einige grundlegende Definitionen einzufiihren. Ohne Elektron-
Phonon-Kopplung sind die Energien des Hamiltonoperator durch

€L + wNph
gegeben, wobei, = k?/(2m). Der Beitrag erster Ordnung Stérungstheorie zu den Eigenenergien verschwin-
det, in zweiter Ordnung erhalt man
Al
der = _
Zq: €k — €ftq — W

Um diesen Ausdruck auswerten zu kdnnen, missen wir die Kopplungesnnen. Es gilt14]

N = w <47r04>1/2
gl \ vy
Dabei isty = (2mw)'/2, das entspricht der Wellenzahl des Elektrons bei einer Energigst eine dimen-

sionslose Kopplungskonstante, die die Starke der Elektron-Phonon Kopplung beséhisilitas Volumen.
Bildet man den thermodynamischen Limes, dann gilt
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Dieses Integral kann analytisch berechnet werden, man findet

sin~t(k/7)
k/v

Verwendet masin 'z = z + :c3/6 + ..., dann findet man

e = —aw

2

k
ek—kéek:—ozcu—{——(l—g
2m

+ O(k*
Physikalisch erhalt man also eine effektive Masse

_om
- 1—-a/6

m*

und eine Besetzungszahlfur die Phononen. Diese Rechnung ist nurdik 1 sinnvoll.

Numerische Werte voa sind fiir einige Substanzen in der folgenden Tabelle zusammengéstellt:

Substanz «
InSb | 0,015
Cds 0,65

AgCl 1,90
KBr 3,07
KCI 3,46

Es gibt also grof3e Variationen fur die Starke der Kopplung und die Voraussetzung fir die Anwendbarkeit der
Stérungsrechnung ist fur viele Materialien nicht gegeben.

6.3 Variationsansatz

In diesem Abschnitt fihren wir eine Variationsrechnung durch, die zumindest fir mittlere Kopplungen ge-
rechtfertigt ist. Zunachst stellen wir fest, dafl3 der Gesamtimpuls

P=p+Y kbiby
k

eine Erhaltungsgrof3e ist. Wir flihren zunéchst die unitdre Transformation

S = exp(i(Q — Z kbzbk)ﬂ
k

durch. Es gilt
ST'PS=Q+p

S7IpS =Q - kblby +p
k
S8 = by, exp(—ikr)

Der Hamiltonoperator lautet damit

_ 1 )
STHS = 5 —(Q - S T kbiby + )2 +w D kb + Y (Akbi + ALbL)
k k k

Ynach [L4] und J.W. Hodby, J. Phys. C48 (1971).
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In dieser Form ist der Gesamtimpuls + p und der Elektronenimpuls ist eine Erhaltungsgrof3e, da der
Hamiltonoperator nicht von dem Ortabhangt. Wir kénnen damit wie eine Zahl behandeln und setzen
(0.B.d.A)p = 0.

Der Variationsansatz, den wir verwenden wollen, lautet

U =Ul0), U=exp(>_(fub],— fibr)

k

Es qilt
U= U = by, + fo, UT'OLU = b + f7

Damit erhalt man fir den Erwartungswert
1 * * * *
E = —(Q- Zk:fkfk +p)° +w2fkfk + Z(Akfk + i)
= —cf + Z Mefe + AL f7) + Z kfi fr)?
- AW
+Zk:(w mk:Q+ 2mk; )i fi
Aus den BedingungefiE /0 fi, undOE /0 f;: fir das Minimum erhalt man
)\k+fk(w——kQ+—k:2 Zkfk,fk, kff =0

Nur im letzten Term tritt die Richtungsabhéangigkeit ggrauf. Da nurQ) eine Richtung vorgibt, setzen wir
S Kt =nQ
k;l

Damit erhalt man
i

k0 2
w— 51 =n)+ 5

Eingesetzt in die Definition von ergibt sich

E| Mg |?
Q=3 Akl
k

2
kQ k2
(W_W(l_m""%)

Fur die Energie erhalt man

Q? 2 Ael?
E=_—(1-n)-
" 2T

Die Summe hat die gleiche Form wie die entsprechende Summe in der Stérungsrechnung. Im thermodynami-
schen Limes kann man zum Integral Gbergehen und erhalt

Q_2 sin™! Q

E=_(1-17")~oaw

2m

mit Q@ = Q(1 — 1) /~. Um dies Auszuwerten, beschranken wir uns auf kleine Q und entwickeln@aghs
der Bedingung flr erhalt man

a/6
14+ «/6

1-n 6 =
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und fur E ergibt sich

2
o= —awt (- - 21— ) +0(@")
_ @’
= —aw+2m(1+%)

Dieser Ausdruck stimmt in fihrender Ordnungimnit der Stérungsrechnung tberein. Fir die effektive Masse
erhalt man jetzt

a
*: 1 —
m m( +6)

Der Zustandl kann in der Form
1
¥ = [[exp(—5|fl* + fib])[0)
k

geschrieben werden. Dieser Zustand enthélt keine Korrelationen zwischen den Phononen. Er kann deshalb flr
schwache und mittlere Kopplungen verwendet werden, nicht aber fur starke Kopplungen, da dann durch die
Bewegung des Elektrons Korrelationen zwischen den Phononen induziert werden.

6.4 Starke Kopplung

Mdéchte man genauere Ergebnisse zum Polaron bekommen, oder Ergebnisse bei starker Kopplung, dann ist
man auf andere Verfahren angewiesen. Mégliche Zugange sind

1. Verbesserte oder andere Variationsansatze
2. Pfadintegralmethoden

3. Renormierungsverfahren

Variationsanséatze fir starke Kopplungen finden sich u.a bei PekpHiur sehr starke Kopplung erhalt man
danach aus einem Variationsansatz als obere Schranke fiir die ERetgie0.109«2. Mit anderen Methoden
kann man zeigen, daf3 dies auch eine untere Schranke ist (mit Korre@(méf?)) und damit das korrekte
Verhalten fur die Energie bei starker Kopplung darstellt.

Man kann das Problem mit Pfadintegralen formulieren. In dieser Formulierung kénnen die Phononen aus-
integriert werden, Ubrig bleibt eine Beschreibung fur das Elektron, dal3 eine durch die Phononen induzierte
retardierte Selbstwechselwirkung enthélt. Dieses Problem kann dann durch geeignete Naherungen gelost wer-
den, die Uber weite Bereiche, also auch fur starkere Kopplungen zufriedenstellende Resultate liefern.
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