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Definition

Die &-Funktion ist keine Funktion im eigentlichen Sinn, sondern eine Distribution. Ich gehe im folgenden
nicht auf die Theorie der Distributionen ein. Die &-Funktion ist definiert als diejenige Funktion &(x), fiir
di

ie
[ s ) = £(0)
fiir jede beliebige Funktion f(x) erfiillt ist. Damit folgt sofort

/_ Z dxB(x — x0) F(x) = F(x0)

Faltungen und Fouriertransformierte
Generell ist ein Ausdruck der Form
(Fr9) = | =gy
eine Faltung. Die &-Funktion ist also diejenige Funktion, deren Faltung mit einer beliebigen anderen

Funktion f(x) diese Funktion reproduziert. Fiir die Berechnung von Faltungen spielt die Fouriertransfor-
mation eine wichtige Rolle. Seien

10 = 5 [ dk fwyexpik)

1 o)
8 = 5 | dkg(iexplik)
die Fourierdarstellungen von f(x) und g(x) und

Flk) = /_ Z dx £(x) exp(—ikx)

3(k) = l Z dx g(x) exp (—ikx)
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die Fouriertransformierten. Dann ist
| axtrra@exp(-ik) = [ ax [ avfle-ygte(-iky

= /_de/_Zdyf(X)g(y) exp(—ik(x+Y))
Fk)g(k)

Die Foriertransformierte einer Faltung ist das Produkte der Fouriertransformierten (bei dieser Definition
der Fouriertransformierten, bei anderen Definitionen tritt hier noch ein Faktor auf). Setzt man g(x) = &(x),
so erhilt man fiir die Fouriertransformierte von &(x) die Konstante 1.

Darstellungen

Die &-Funktion kann als Limes einer Funktionenfolge konstruiert werden. Es gilt zum Beispiel

.on
8(x) = lim = exp(—nlx|)

— L M exo(—ni
6(x)—r}1_r>r°1°\/;exp( nx-)

3(x) = lim &, (x)

n—o "

mit &, (x) = 1 fiir |x| < 1/n, §,(x) = 0 sonst. Es gibt viele weitere Darstellungen der &-Funktion dieser
Form. Jede Funktionenfolge, die hier auftritt, kann fouriertransformiert werden, und der Limes der Fouri-
ertransformierten geht gegen 1. Betrachten wir als Beispiel die erste Funktion

F) = 5 exp(—nlx])

R = [ deren(-ik)
= g/_idxexp(—n|x|—ikx)

w 0
= [ / dxexp(—nx — ikx) + / dxexp(nx — ikx)
0 —o00

NS IS

1 1
[n+ik+n—ik]
n2
n*+k?

was im Limes n — oo die 1 ergibt.

Stammfunktion

Die Stammfunktion der &-Funktion ist die 6-Funktion oder Heaviside-Funktion. Sie ist

B(x) = /_ xoo dxS(x)



und es gilt B(x) = 0 fiir x < 0, B(x) = 1 fiir x > 0. Es gilt also 6'(x) = d(x). Diese Gleichung gilt wieder
in dem Sinn, daf} diese Terme in einem Integral auftreten:

b b
a8 (f() = BWSI,~ [ dxBlf

= 70980~ f(-a)8(a) ~ [ a@xs')
= 1)~ [£6) - F0)] = 10

mit a,b > 0.

Ableitungen der o-Funktion

Sei wieder a,b > 0. Dann gilt

’ dxd (x) f(x) = 5(x)f(x)|}ia — [ dxd(x)f (x) = —f'(0)

—a —a

und per Iteration

" ™ (3) £ () = (—1)" £ (0)

—a

Anwendungen

e Die Ladungsdichte einer homogen geladenen Kugel mit Radius 7y im Ursprung ist

- q o
Po(P) = 72800~ [7)

370

Im Limes ry — 0 erhilt man

Po(7) = q0(7)

Hierbei ist die &-Funktion 8(7) = 8(x)8(y)d(z). po(¥) ist die Ladungsdichte einer Punktladung im
Ursprung.

e Betrachten wir ein Teilchen an einer Feder, auf das eine zeitabhingige Kraft F () wirkt. Die Be-
wegungsgleichung ist

mi+kx=F(t)

Als Kraft betrachte ich einen kurzen KraftstoB: F(r) = C /At fiir 0 < t < At, F(r) = 0 sonst. Es gilt
limp, 0 F () = CO(¢). Fiir endliches Ar kann man die Bewegungsgleichung mit dem Ansatz

x(t) = A sin(wx) + Az cos(wxr) + B
i(t) = —A W’ sin(wr) — Ay’ cos(wr)

fiir 0 <t < At 16sen, W = k/m, Bk = C/At. Sei x = 0, x = 0 fiir t < 0. Damit gilt wegen der
Stetigkeit der Bewegung x(0) =0, A, +B =0, %(0) =0, A; = 0 somit

x(t) = %(1 _ cos(cx))



Fiir r > At ist die Losung

x(t) = Cy sin(wx) + Cy cos(ux)

c .
C = Y sin(wA?)

G cos(wAr) — 1)

“
wie man leicht aus den Stetigkeitsbedingungen nachrechnet; x(¢) und x(7) miissen bei t = At stetig
sein. Im Limes At — O erhilt man daraus

x(t) = %‘*’sin(w) _ % sin(cx)

fiir # > 0. Das ist also die Losung von mi + kx = Cd(t). Fiir die Geschwindigkeit ergibt sich

C
X(#) = — cos(wr
(1) = cos()
Die Geschwindigkeit springt also bei t = 0 von O auf einen endlichen Wert. Das hitte man auch
ausrechnen kénnen, indem man die Bewegungsgleichung iiber ein kleines Intervall integriert,

€
dt(mi+kx) =C

—&

€
mx(g) —mx(—€)+k [ dix=C
—&
Im Limes € — 0 verschwindet das Integral und man sieht den Sprung in der Geschwindigkeit.
Betrachtet man nun eine Uberlagerung vieler kleiner StoBe, also mi + kx = F () mit

F(t) = / di'F(1)(t —1')

dann kann man dieses Problem fiir einen StoB F (¢')d(¢ —¢') 16sen und erhélt x(z) = F (¢") wsin (w(r —
t'))8(t —t') /k und die Losung fiir F(¢) als Uberlagerung:
! in(w(r —1'
x(0 = [ ai'F(¢) SR =)
—o0 mw
Dieses Beispiel ist wichtig, weil man in ganz dhnlicher Weise viele Randprobleme in der Physik
16sen kann.
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