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P 5 Paritat fiir Teilchen ohne Spin (4 Punkte)

Der Paritétsoperator P ist definiert als ein Operator, der in der Ortsdarstellung auf
einen Zustand [¢) im Hilbertraum H wirkt gemafl

P(Z) = (=7). (1)

(a) Zeigen Sie die Eigenschaften P* = 1 und P’ = P des Parititsoperators.
Zeigen Sie, dafl der Paritatsoperator unitéir ist und die Eigenwerte £1 hat.

(b) Sei H = —%A + V(r). Zeigen Sie, daf [P,H] = [’P,E] = 0, und schliefien

Sie, daf} es simultane Eigenfunktionen von H, I_:Q, L3 und P gibt. Zeigen Sie
auBerdem fir ¢(Z) = f(r)Yim (9, ¢)

Py(@) = (—1)'4(7). (2)
Hinweis: Es gilt
ity = S [ Gy g (3

S 6 Darstellung der Drehgruppe fiir Teilchen mit Spin 1/2 (16 Punkte)

Fiir allgemeine Drehimpulsoperatoren jmit Komponenten j;, j5, j; sollen die Bezie-
hungen

Jaljm) = mljm) )
P2lim)y = jG+1)]im) (5)
jelim) =Gy xij)lim) = ViG+1)—mm=E1)]j(m+1)) (6)

gelten, die fiir den Fall des normalen Drehimpulsoperators, j; L mit J =1, bekannt
sind. Wir wollen jetzt die j, als lineare Abbildungen auf C*** auffassen, und die
|7m) mit m € {—j,—j +1,...,j} seien eine geeignete Basis von C¥*!,



Dadurch ist auch der Fall j = 1/2 definiert, den wir im folgenden betrachten wollen.

Wir haben es dann gerade mit dem Spinoperator S mit Komponenten S; zu tun.
Die Basisvektoren sind dann

L)) m B-() o

(a) S = #/2 mit den Paulimatrizen o; erfiillt obige Bezichungen.

Zeigen Sie:

(b) 01,09,03 und oy = ( é (1) ) bilden eine Basis der hermiteschen komplexen
2 x 2-Matrizen.
(c) Es gilt
oLO] = (5}€l + 1€ LimOTm (8)
und damit B . .
(-a)d-b)y=a-b+ic-(axb). 9)
Hinweis: Betrachten Sie [0y, ;] und {0y, 0/} = ooy + 0,0%.
(d) Es gilt
p1/2(R) = exp(—i@ - S) :cosg i sing, (10)
¥

worin & der Drehvektor zu einer Drehung R € SO(3) ist und ¢ = |J|. Betrach-
ten Sie insbesondere die Fille ¢ = 0, 27 und 4n. Folgern Sie, dafl p;/» keine
eindeutige Abbildung der Drehungen ist.

Wir betrachten nun die lineare Abbildung
h:SU(2) — SO(3)
a — h(a), (11)
h(a)e), = hj,(a)é; fiir orthonormale Basisvektoren ¢; von IR?, mit
acpal = hj(a)o; . (12)
(e) Uberpriifen Sie:

(i) Fiir jedes o € SU(2) ist h(«) eine orthogonale Abbildung.
Hinweis: a@ - d = — det(d - &) (warum?).

(ii) £Id € SU(2) werden auf Id € SO(3) abgebildet.

Bemerkung: Man kann weiterhin zeigen, dafi Bild(h) ~ SO(3), d.h. daf} sich
fir jede Drehmatrix R ein o € SU(2) finden 148t, so dass R = h(a). h wird
oft als (doppelte) Uberlagerung bezeichnet, SU(2) entsprechend als Uberlage-
rungsgruppe von SO(3).



Wir kénnen nun eine Darstellung von SU(2) auf dem Hilbertraum H; /o der Spin-
1/2-Teilchen
D1/2 . SU(2) — Aut H1/2 (13)

definieren durch
(Di1j2(a) x) (#) = ax(h™(a)@) = ax(R™'7). (14)
(f) Uberpriifen Sie, da8 es sich hierbei um eine unitére Darstellung handelt.

SchlieBlich induziert diese Darstellung der Uberlagerungsgruppe SU(2) eine
Strahldarstellung der Drehgruppe SO(3) auf H;/,. Dazu wéhlt man zu jeder Dre-
hung R € SO(3) zunéchst einen — wie wir gesehen haben: nicht eindeutigen —
Reprisentanten o € SU(2), fir den R = h(«). Danach kann obige Darstellung der
SU(2) verwendet werden.

Weitere Informationen unter:
http://www.thphys.uni-heidelberg.de/~ewerz/qm2-10.html



