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S 3 Linearer Stark-Effekt (10 Punkte)

Wir wollen die Aufspaltung des angeregten Niveaus des Wasserstoffatoms mit der
Hauptquantenzahl n = 2 in einem konstanten elektrischen Feld untersuchen. Dabei
soll der Spin des Elektrons vernachléassigt werden.

Das elektrische Feld sei in z-Richtung angeordnet, E = (0,0, E). Das zugehorige
elektrische Potential ist ¢(#) = —z3E (warum?), und der Wechselwirkungsterm im
Hamiltonoperator ist also

W = ep(Z) = —ex3E (1)

wobei e = —ey < 0 die Ladung des Elektrons ist.

Der Einflufl des Feldes soll in Storungstheorie 1. Ordnung behandelt werden. Zur
Hauptquantenzahl n = 2 gibt es den 2s-Zustand (I = 0) und die drei 2p-Zusténde
(I = 1) gleicher Energie. Es liegt also 4-fache Entartung vor. Bestimmen Sie die
Matrixelemente der Storung in diesem Entartungsraum. Diagonalisieren Sie diese
Matrix, um die Aufspaltung der Niveaus zu erhalten und geben Sie die zugehtrigen
Eigenzustédnde an.

Hinweis: Zeigen Sie zunéchst [Ls, W] = 0 und bilden Sie die Matrixelemente dieser
Gleichung. Folgern Sie, dafi nur solche Matrixelemente von W, (¢ | W),
von Null verschieden sein konnen, in denen beide Zustdnde dieselbe magnetische
Quantenzahl m haben. Schreiben Sie dann die Storung in Kugelkoordinaten und
benutzen Sie die bekannten Wellenfunktionen )9;,,, um auch diese Matrixelemente
der Storung explizit zu berechnen.

P 4 Ritzsches Variationsverfahren (10 Punkte)

Wir wollen ein quantenmechanisches Problem mit dem Hamiltonoperator H be-
trachten. Dabei wollen wir (der Einfachheit halber) annehmen, daf§ H ein diskretes
Spektrum besitzt,

H{¢n) = En |dn) (neIN), (2)

wobei die |¢,) orthonormierte Eigenzustéinde seien. Fy sei die Energie des Grund-
zustands, die wir abschétzen wollen.



(a) Sei |¢) ein beliebiger (nicht notwendig normierter) Zustand im Hilbertraum
H. Zeigen Sie | H)
(W [HY)
Wann ist die Gleichheit erfiillt?
Hinweis: Betrachten Sie (¢ | Hy)) und entwickeln Sie |¢) in das vollstandige
System {|¢,)} von Eigenzustanden.

Beachten Sie, daf§ die exakten Eigenzustdnde und Eigenwerte von H in dieser Glei-
chung nicht mehr auftreten. Es ist also fiir die Abschédtzung nicht notwendig, diese
explizit zu kennen.

Auf diese Weise erhélt man fiir jeden beliebig gewéhlten Zustand [¢)) eine obere
Grenze fiir die exakte Grundzustandsenergie. Meistens arbeitet man im Ortsraum,
und bezeichnet dann () als Testfunktion. Die Abschitzung wird natiirlich von der
Wahl der Testfunktion abhéngen und um so besser sein, je &hnlicher die Testfunktion
der exakten Wellenfunktion des Grundzustands ist. Um eine optimale Abschétzung
zu erhalten, wiahlt man im allgemeinen eine Schar von Zustédnden, indem man Test-
funktionen mit einem oder mehreren Parametern verwendet. Man variiert dann diese
Parameter, um die linke Seite der Ungleichung (3) zu minimieren und so eine optima-
le Abschétzung fiir Ey zu erhalten. (Daher stammt auch der Name des Verfahrens.)
Um ein Gefiihl fiir die Qualitdt des Verfahrens zu bekommen, wollen wir es nun
zundchst auf Probleme anwenden, deren exakte Losung uns bekannt ist. In der
Praxis wird man es natiirlich gerade dort anwenden, wo dies nicht der Fall ist, z. B.
beim Heliumatom.

(b) Wir betrachten das Kastenpotential (a € R, )

0 firl|z|<a
oo fiir a < |x].

Viz) = { (4)

Geben Sie die exakte Grundzustandsenergie und die zugehorige Wellenfunkti-
on an. Berechnen Sie E [¢] fiir die Testfunktion

Y(x) =a’ — 2 ()

und zeigen Sie, daf} dieser einfache Ansatz ein Ergebnis liefert, das nur um
1.3% vom exakten Wert abweicht. Welche wichtigen Eigenschaften hat diese
Testfunktion mit der exakten Wellenfunktion gemeinsam?

(c) Um die Abschitzung aus (b) noch zu optimieren, betrachten wir jetzt eine
Schar von Funktionen mit einem reellen Parameter A € R,

v(@) = la]* o . (6)

Finden Sie eine optimale Abschitzung, indem Sie E' [¢)] durch Variation von A
minimieren. Wie stark weicht dieses Minumum vom exakten Wert ab?



(d) Sei nun H der Hamiltonoperator des Wasserstoffatoms, d.h. der Hamilton-
operator fiir die Bewegung eines Elektrons der Ladung —ey und der Masse
m im Coulombpotential einer Kernladung Zey. Als Testfunktion wéhlen wir
die (normierte) Grundzustandswellenfunktion eines dreidimensionalen harmo-
1, 2.2

nischen Oszillators mit dem Potential 5mw=r=,

i = (%) e (rt). "

Finden Sie damit eine optimale Abschétzung fiir den Grundzustand des Was-
serstoffatoms, indem Sie w variieren. Vergleichen Sie das Resultat mit der
exakten Grundzustandsenergie.

Hinweis: Es gilt

2 (i
(1) = S = 2268 (1) ®)

(e) Beweisen Sie Gl. (8) aus Teil (d).

Weitere Informationen unter:
http://www.thphys.uni-heidelberg.de/~ewerz/qm2-0708.html



