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1. UBUNG ZUR QUANTENMECHANIK

Abgabe: 2. Mai in der Vorlesung
Hausiibungen sind mit H gekennzeichnet, Présenziibungen mit P.
H 1 Lineare Algebra in endlicher Dimension (5 Punkte)

Sei V' = C" ein komplexer Vektorraum und sei (- |-) ein Skalarprodukt, d.h. fur
f,g,h € Vund a, 8 € C gilt

(flg)=A(alf) (1)

(flag+ Bh) =a(f g)+B{f[h) (2)

(f1f)>0und (f|f)=0nur wenn f =0. (3)
Sei {eq,...,e,} eine Orthonormalbasis von V.

(a) Was ist (e; |e;)? Wie wird sinnvoll |e;) (e;| definiert? Was ist (|e;) (e;])* und
welche Bedeutung hat demzufolge |e;) (e;|?

(b) Zeigen Sie: Die Entwicklungskoeffizienten eines beliebigen Vektors x € V', z =
> ceq, sind gegeben durch ¢; = (e; |x) und es gilt (z |z) = XL, cle;.
Auflerdem gilt die Vollstandigkeitsrelation > | |e;) (e;] = 1.

Sei nun A : V' — V eine lineare Abbildung. Die Exponentialabbildung einer Matrix
kann mit Hilfe der Reihendarstellung definiert werden:

1
exp(A)=1—|—A+§A2+.... (4)

(c) Zeigen Sie: Hat A beziiglich {ey, ..., e,} die Matrix (a;), so hat die hermitesch
adjungierte Abbildung A" die Matrixelemente (A")y = af;.
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(d) Berechnen Sie exp(Bo,) mit o, = ( 0 —1

)undBE]R.



H 2 Lineare Algebra im Hilbertraum (5 Punkte)

Sei ‘H ein Hilbertraum.

(a) Sei eine Norm || - | auf H gegeben. Gewinnen Sie hieraus durch Polarisieren
das zugeordnete Skalarprodukt (- |-), fiir welches gilt ||f||> = (f | ).
Hinweis: Betrachten Sie || f+g[1%, | f —g[|*, [|f +ig||?, || f —ig||” und konstruieren
Sie daraus (f | g).

Sei nun (- |-) ein Skalarprodukt, d.h. es gelten (1)—(3) aus Aufgabe HI.
(b) Zeigen Sie, dafi fiir f,g,h € H und «, § € C gilt

(of + By |h) =" (f | h) + 5" (g [ h) ()

Die Exponentialabbildung eines linearen Operators auf einem allgemeinen Hilbert-
raum kann wie in endlicher Dimension (siche (4) in Aufg. H1) mit Hilfe der Reihen-
darstellung definiert werden.

(c) Zeigen Sie: Ist A selbstadjungiert, so ist exp(iA) unitér.

H 3 Fourier-Transformation (5 Punkte)
Die Fourier-Transformation einer Funktion ¢(x) € L2(IR) ist gegeben durch

60) = Flotayih] = [ e ola). )

Die inverse Transformation ist dann
o dk
= —e
—oo \/ 27T

Seien ¢, 1 € Lyo(IR) Funktionen und o, 8 € C, a € R. Zeigen Sie folgende Eigen-
schaften der Fourier—Transformation:

¢() *h(k). (7)
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(az); K] = a” Flp(a); k/a], a >0
o(—2); k] = Flo(x); —k
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Weitere Informationen unter:
http://www.thphys.uni-heidelberg.de/~ewerz/qmueb01.html
http://www.thphys.uni-heidelberg.de/~dosch/qm01.html



