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P 24 Paritat (+ 4 Punkte)

Der Paritédtsoperator P ist definiert als ein Operator, der in der Ortsdarstellung auf einen
Zustand [¢) im Hilbertraum H wirkt gemaf

Pip(Z) = (7). (1)
(a) Zeigen Sie folgende Eigenschaften des Parititsoperators: P? =1, P =P,

und dass der Paritdtsoperator unitéar ist und die Eigenwerte +1 hat.

(b) Zeigen Sie weiter, dass der Paritétsoperator mit dem Ortsoperator Q und dem Impuls-
operator P antivertauscht, d. h. PQ=-QP, PP=-PP.

Eigenzustinde zum Paritatsoperator mit Eigenwert +1 (—1) bezeichnet man als Zusténde
positiver (negativer) Paritét.

Wir wollen jetzt den eindimensionalen harmonischen Oszillators mit Hamiltonoperator
H= ﬁPQ + %mw2Q2 betrachten.

(c) Zeigen Sie, dass [P,H] = 0.

(d) Welche Paritét haben die Eigenzustédnde des eindimensionalen harmonischen Oszilla-
tors? Stellen Sie einen Zusammenhang zwischen der Paritét und der (Anti-)Symmetrie
der Wellenfunktion her.

Hinweis: Betrachten Sie zunéchst den Grundzustand. Fiir die angeregten Zusténde ist
es hilfreich zu zeigen, dass PAT + ATP = 0.

S 25 GauBsches Wellenpaket IlI (8 Punkte)

Wir untersuchen weiter das eindimensionale Gauftsche Wellenpaket aus Aufg. 21, d.h. ein
Wellenpaket, das zum Zeitpunkt ¢t = 0 die Form
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Wahrscheinlichkeitsdichte p(z,t) zur Zeit ¢ berechnet:
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mit a? = a?(1 +t?/72) und 7 = 2ma?/h.

Berechnen Sie die zeitliche Entwicklung der Erwartungswerte des Orts- und des Impulsope-
rators. (Das Resultat aus Aufg. 21(b) kann hierzu verwendet werden.) Vergleichen Sie das
Resultat mit den Ehrenfestschen Gleichungen. Bestimmen Sie auch die zeitliche Entwick-
lung des Schwankungsprodukts (AQ)(AP). Vergleichen Sie das Ergebnis mit dem minimal
moglichen Wert, der sich aus der Unschérferelation ergibt.

1
mit ¢(k) = <E>4 e—a?(k=k0)* ypd a,ko € R hat. In Aufg. 21 wurde dafiir die folgende

pla,t) = (3)




S 26 Eindimensionale Potentialbarriere (12 Punkte)

Wir betrachten eine eindimensionale Potentialbarriere der Hohe Vy € R4 und der Tiefe
a € Ry. Der Hamiltonoperator fiir ein Teilchen der Masse m ist im Ortsraum gegeben durch

h? d>

- _ 4
5 0 V(x) (4)
mit dem Potential
0 firxz<0
V(iz)=< VW fir0<z<a. (5)

0 fira<zx

Wir wollen verallgemeinerte Eigenzustédnde ¢ (z) von H zur Energie E finden. Dabei soll
zunéchst 0 < E < V) gelten. Wir machen den allgemeinen Ansatz (vgl. Vorlesung)

Aetkr  Be—ikz firz <0
Y(z) =4 Ce*'* 4 De*r fir0<z<a (6)
Fethr 4 Geihe fira<zx

mit A, B,C,D, F,G € C. Bestimmen Sie k und % so, dass dieses 9)(x) ein verallgemeinerter
Eigenzustand zur Energie E ist.

Wir wollen eine ,, von links einlaufende ebene Welle* untersuchen. Dazu wéhlen wir A = 1 und
G = 0. Finden Sie die notwendigen (Anschluss-)Bedingungen fiir die anderen Koeffizienten
B, ..., F in Form eines linearen Gleichungssystems. In diesem Gleichungssystem koénnen die
Koeffizienten C' und D eliminiert werden. Zeigen Sie:

(k‘Q _ k‘/2)(1 _ 62ik’a)
(k + k’)2 _ (k _ k./)2€2ik’a )
4kk/ei(k/7k)a

o= (k: + k’)2 _ (k: _ k/)2€2ik’a : (8)

B (7)

Bestimmen Sie hieraus den Reflexionskoeffizienten R = |B |2 und den Transmissionskoeffizien-
ten T = |F|?, d.h. die Wahrscheinlichkeiten dafiir, dass ein Teilchen am Potential reflektiert
wird bzw. durch das Potential tunnelt. Zeigen Sie, dass R+ T = 1.

Die obigen Resultate gelten auch, wenn E > Vj gilt. Wie sieht &’ in den Féllen E < Vj
und F > Vj aus? Wie wirkt sich das auf die funktionale Abhéngigkeit der Reflexions- und
Transmissionskoeffizienten aus?

Skizzieren Sie den Transmissionskoeffizienten als Funktion von E/V{ im Bereich 0 < E/V; <
4, zum Beispiel fiir mVya?/h? = 8. Wie grof ist der Transmissionskoeffizient im Fall E — V;?
Bei welchen Energiewerten ist die Barriere vollsténdig durchléssig?

S 27 Angeregte Zustande des 1-dim. harmonischen Oszillators
(optional, + 4 Punkte)
In der Vorlesung wurde gezeigt, dass der Grundzustand |¢g) des eindimensionalen harmoni-

schen Osrzillators (bis auf Phasenfaktoren) eindeutig bestimmt ist. Zeigen Sie durch Induktion,
dass auch die angeregten Zusténde [¢,) bis auf Phasenfaktoren eindeutig sind.

Hinweis:

Verwenden Sie die Operatoren A, AT und N aus Aufg. 19. Starten Sie beim Induktionsschritt
mit einer Menge von Eigenzustinden |47, +1) des Operators N zum Eigenwert n + 1. Durch
sukzessive Anwendung der Operatoren A und AT kénnen Sie dann finden, dass die Zustéinde
W; 1) it verschiedenen ¢ zueinander proportional sein miissen, woraus sich die Eindeutigkeit
des angeregten Zustands [¢,+1) ableiten l&sst.



