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S 21 Elektrischer Dipol und Quadrupol (5 4 2 Punkte)

Wir wollen in dieser Aufgabe die in der Vorlesung allgemein durchgefiihrte Multipolent-
wicklung konkret fiir einen elektrischen Dipol und einen elektrischen Quadrupol durch-
fihren.

(a) Betrachten Sie einen elektrischen Dipol aus zwei Ladungen: —e im Ursprung und
+e bei d, siche Skizze.

Das Potential ist offensichtlich durch

o = () !

gegeben. Wir wollen eine Taylor-Entwicklung fiir |d| < || = r durchfiihren.
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(i) Nutzen Sie die mehrdimensionale Taylor-Formel, um ¢ fiir kleine d zu entwi-
ckeln. Zeigen Sie, dass das Monopolmoment verschwindet und dass die fiih-
rende Multipolordnung das Potential des Dipols ist,

p-x
@(1) (m) = 7"3 ) (2)

worin p = ed das elektrische Dipolmoment ist. Berechnen Sie auch das resul-

tierende Dipolfeld E(;)(x). Wie fallen ¢(;)(z) und E()(x) fiir grofte r ab?

(ii) (optional, +2 Punkte)
Nun seien die Koordinaten so gewéhlt, dass p = pe,. Driicken Sie die (karte-
sischen) Komponenten von E(j) in Kugelkoordinaten (r, ¢, ) aus.

(b) Betrachten Sie einen elektrischen Quadrupol mit vier betragsgleichen Ladungen,
die als Parallelogramm angeordnet sind, siehe Skizze.



Es gilt d” = d+ d’. Der Ursprung liege im unteren linken Punkt. Das Potential ist
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(i) Zeigen Sie, dass in der Taylor-Entwicklung in d,d und d” Monopol- und
Dipolordnung verschwinden. Fiihren Sie den symmetrischen Tensor §x; =
3e(drd; + dj.d;) als Hilfsgrofe ein und zeigen Sie, dass die fithrende Multi-
polordnung gegeben ist durch

@=L3 gLl )
P =4 ] il Ox0xyr

(ii) Zeigen Sie, dass ¢(2)(x) unveréindert bleibt, wenn wir g, durch Addition eines
Terms ady;, a € R, modifizieren.
Hinweis: Da wir am ,Fernfeld* r > |d| interessiert sind, kénnen Sie r # 0
annehmen.

(iii) Bestimmen Sie a so, dass qx; = Gk +ady; symmetrisch und spurfrei (und damit
ein irreduzibler Tensor) ist. Geben Sie i und p(9)(x) explizit an. Wie fillt
@ (2)(x) fiir groke r ab?

S 22 Earnshaw-Theorem (optional, +4 Punkte)

Wir wollen das Earnshaw-Theorem beweisen: Eine beliebige Konfiguration von Punkt-
ladungen kann sich nicht in einem stabilen Gleichgewicht befinden.

(a) Zeigen Sie zunéchst, dass im ladungsfreien Raum der Wert des elektrostatischen
Potentials ¢ am Ort x gleich dem Mittelwert von ¢ iiber eine beliebige Kugel-
oberflache mit Mittelpunkt « ist, d. h. fir jedes R > 0 gilt

o@ =g [ ea, )

wobei Bgr(x) die Kugel vom Radius R mit Mittelpunkt @ ist. Dies nennt man die

Mittelwerteigenschaft harmonischer Funktionen.

Hinweis: Benutzen Sie das Greensche Theorem mit ¢ = ¢ und ¢ = | — o’ ]71.

(b) Benutzen Sie diese Mittelwerteigenschaft, um das Earnshaw-Theorem herzuleiten.
Betrachten Sie dazu eine der Punktladungen und zeigen Sie, dass sich diese nicht
in einem strengen lokalen Minimum des Potentials befinden kann.



P 23 Multipolmomente & Translation und Paritat (+5 Punkte)

Das Dipolmoment p und der (kartesische) Quadrupoltensor (gx;) einer Ladungsverteilung
p(x) bezliglich des Punkts = 0 sind gegeben durch

p= /p(w)wd%, (6)
Qi = /p(w)(?)xkafl — wzékl) P (7)

(a) Betrachten Sie eine Translation des Koordinatensystems € — &’ =  —a. Wie ver-
halten sich Gesamtladung, Dipolmoment und Quadrupoltensor unter einer solchen
Translation? Driicken Sie insbesondere ¢;; durch g, die Gesamtladung und die
Komponenten pj, des Dipolmoments aus. Unter welchen Umsténden ist g, = qu?

(b) Wie verhalten sich Gesamtladung, Dipolmoment und Quadrupoltensor unter einer
Parititstransformation, also einer Raumspiegelung * — ' = —x?

Hinweis: Die Ladungsdichte transformiert sich in beiden Fallen geméf p' (') = p(x).

S 24 Arbeit im elektrischen Feld, Ladung und Dipol im Quadrupolfeld

(4 Punkte)
Wir betrachten die Bewegung einer Ladung im elektromagnetischen Feld. Die im Zeit-
element dt vom Feld an der Ladung geleistete Arbeit dW ist durch die Lorentz-Kraft F'
bestimmt,

dW =F -dx =F -vdt, (8)
wobei v = dx/dt.

(a) Bestimmen Sie diese Arbeit und damit die Leistung fiir eine Punktladung. Welche
Arbeit leistet dabei das magnetische Feld?

(b) Bestimmen Sie in analoger Weise die Leistung fiir eine Ladungsverteilung p aus
der Kraftdichte der Lorentz-Kraft.

Im Ursprung befinde sich nun ein elektrischer Quadrupol, dessen kartesischer Quadru-
poltensor nur drei nichtverschwindende Komponenten habe: q11 = qo9 = —2(, q33 = 4(,
wobei ( eine Konstante der Dimension [¢] = (Ladung)(Lénge)? sei.

(c) Berechnen Sie die Arbeit, die man leistet, wenn man eine elektrische Ladung @
vom Punkt (0,0, 00) zum Punkt (0,0, a) bringt.

(d) Welche Arbeit leistet man, wenn man einen elektrischen Dipol mit Dipolmoment
p = p ez auf demselben Weg transportiert?

Hinweis: Das statische elektrische Feld des Quadrupols ist konservativ.



S 25 Wechselwirkung zweier Dipole (5 Punkte)

Ein elektrischer Dipol mit Dipolmoment p; befinde sich im Ursprung, ein zweiter elek-
trischer Dipol mit Dipolmoment py bei @ = (R,0,0). Berechnen Sie Kraft und Dreh-
moment, die die Dipole aufeinander ausiiben, sowie die potentielle Energie fiir die Falle,
dass

(a) die Dipole parallel bzw. antiparallel in 2-Richtung ausgerichtet sind,
(b) die Dipole parallel bzw. antiparallel in z-Richtung ausgerichtet sind.

In welchen dieser Félle ziehen sich die Dipole an, wann stofien sie sich ab?

S 26 Fourier-Transformation (6 Punkte)

Wir betrachten (i. Allg. komplexwertige) Funktionen f einer reellen Variablen, von de-
nen wir annchmen, dass sie absolut integrierbar (d.h. [* |f(z)|dz < oo) und stetig
differenzierbar sind.

Die Fourier-Transformation einer solchen Funktion f(x) ist gegeben durch

_ © g .
fio = Fif@yn = [ ). )
Die inverse Transformation ist dann
* dk . =
fo) = [ ). (10)

Seien f, g zwei Funktionen und «, 5 € C, a € R. Zeigen Sie folgende Eigenschaften der
Fourier-Transformation:

Flof(z) + Bolw); K] = o FIF (@) H + B Flo(a); K. (11a)
Flf(w — a); k] = ™ F[f(x); K], (11b)
Flf(az); k] = 2]—“ [f(x); Z] . mita>0, (11¢)
FIf(-a);K] = FIF): —H, (1)

F | 1(@k] = i Flp . (11¢)
Flef(e)ih] = i FIr ()b (1)

Bemerkung: Man kann die Fourier-Transformation in natiirlicher Weise auf Funktionen
auf R3 erweitern. Dann gelten zu (11a)—(11f) analoge Relationen. Man beachte allerdings,
dass in diesem Fall in (11c) der Skalierungsfaktor nun 1/a® ist und dass die Gleichungen
(11e) und (11f) komponentenweise formuliert werden miissen.

Weitere Informationen unter:
http://www.thphys.uni-heidelberg.de/~ewerz/ed16.html


http://www.thphys.uni-heidelberg.de/~ewerz/ed16.html

